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Referate. 


Grundlagen der Mathematik. 


Gödel, Kurt: Über formal unentscheidbare Sätze der Prineipia Mathematiea und 
verwandter Systeme. I. Mh. f. Math. 38, 173—198 (1931). 

In seiner wertvollen Arbeit weist der Verf. nach, daß die umfassendsten derzeit 
aufgestellten formalen Systeme, nämlich das System der Principia Mathematica 
einerseits und das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der Mengenlehre andererseits 
nicht dazu ausreichen, alle mit den Mitteln der betreffenden Systeme formulierbaren 
Fragen auch mit diesen Mitteln zu entscheiden. Er zeigt vielmehr, daß es in den beiden 
Systemen sogar verhältnismäßig einfache Probleme aus der Theorie der gewöhnlichen 
ganzen Zahlen gibt, die sich aus den Axiomen nicht entscheiden lassen. U. a. kann er 
den wichtigen Satz beweisen: Sei x eine beliebige rekursive widerspruchsfreie Klasse 
von Formeln, dann gilt: Die Satzformel, welche besagt, daß x widerspruchsfrei ist, ist 
nicht x-beweisbar ; insbesondere ist die Widerspruchsfreiheit von P in P unbeweisbar, 
vorausgesetzt, daß P widerspruchsfrei ist (im entgegengesetzten Fall ist natürlich jede 
Aussage beweisbar). Walter Dubislav (Berlin). " 

@ Dubislav, Walter: Die Definition. 3., völlig umgearb. u. erw. Aufl. (Beih. d. 
„Erkenntnis“. H. 1.) Leipzig: Felix Meiner 1931. VIII, 160 8. RM. 12.—. 


Eine ausführliche Übersicht über die wichtigsten Lehren von der Definition teilt 
diese Lehren in 4 Gruppen ein, deren jeder dann ein Kapitel des Hauptteils gewidmet ist. 
Das erste Kapitel entwickelt die Lehre von der Definition im Sinne des Verf., der eine Defi- 
nitionals Festsetzung der BedeutungeinesZeichens auffaßt. Dabei wird unterschieden 
zwischen Substitutionsregeln über Zeichen und Zuordnungen von Zeichen zu Objekten. 
Die Lehre der ersteren bezeichnet der Verf. kurz als Fregesche Theorie. An Hand eines 
Peanoschen Beispieles für unzulässige Definitionen werden die beiden Forderungen erläutert: 
Eine Definition muß ausmerzbar sein; eine Definition darf die Permanenz der formalen Ge- 
setze nicht zerstören. In bezug auf ihre Zulässigkeit und ihre Interpretierbarkeit behandelt 
der Verf. die gebräuchlichen Definitionsarten, wobei er auseinanderlegt, daß die implizite 
Definition (durch Postulate) und die Definition durch Abstraktion (‚ideales Objekt“) unter 
die Gebrauchsdefinitionen fallen und mithin in der Fregeschen Theorie unvollständige 
Zeichen definieren, falls man auf metaphysische Hilfsannahmen verzichtet. Um im Rahmen 
der Fregeschen Theorie festzusetzen, was eine Definition sei, muß man zunächst eine genaue 
Fixierung der zu Definitionen zugelassenen Zeichen ermöglicht haben. Der Verf. wird so auf 
die Betrachtung der formalistischen Methode geführt; insbesondere stellt er den Hilbertschen 
Aufbau des Aussagen- und (engeren) Funktionenkalküls dar. Auf diesem Kalkül fußend kann 
er zunächst der Substitutionsregel, die eine Definition vertreten soll, eine bestimmte Form 
vorschreiben, die sich kurz etwa so andeuten läßt: Für eine bereits als Stück einer Formel 
im Kalkül zugelassene Zeichenkombination (Definiens) darf überall eine gewisse andere Zeichen- 
kombination (Definiendum), die außer bekannten Zeichen (in zugelassenen Kombinationen) 
auch das zu definierende Zeichen enthält, gesetzt werden. Diese Vorschrift ist, wie das er- 
wähnte Peanosche Beispiel zeigt, nicht etwa ein hinreichendes Kriterium für Definitionen; 
der Verf. widmet nun einen Abschnitt der Angabe eines solchen Kriteriums, das für alle 
formalisierbaren Disziplinen Geltung haben soll. Die hierbei angestellten Überlegungen weisen 
allerdings einige Lücken auf, deren wichtigste hier angegeben seien. Der für den engeren 
Funktionenkalkül gegebene Widerspruchsfreiheitsbeweis, der dreistellige Wertetafeln benutzt 
(nach Hilbert-Ackermann kommt man mit 2 Werten aus), ist nicht in Ordnung; um ihn 
in Ordnung zu bringen, wären nicht nur die auf $. 84/85 angegebenen Tafeln abzuändern 
und formal zu erweitern, sondern auch die (notwendigen) Mehrdeutigkeitsstellen der Tafeln 
mit einer besonderen Vorschrift für die Wertunterscheidung zu versehen. Dieser Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis ist ein ‚„‚Widerspruchsfreiheitsbeweis durch Wertung“, d.h. er fußt auf 
der Angabe einer Eigenschaft E im Bereiche der in den Zeichen des Kalküls ausdrückbaren 
Formeln, über deren Zutreffen auf eine solche Formel ‚‚mechanisch‘“ entschieden werden kann, 
die auf jede im Kalkül gewonnene Formel zutrifft, die aber nicht für zwei Formeln A und » A 
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zugleich gilt. Der Verf. sagt nun (8. 83): „Hat man ... zu dem ursprünglichen Kalkül eine 
nach beiden Seiten hin lesbare Deutungsvorschrift gegeben, ..., so werden solchen Substi- 
tutionsregeln, die die Eigenschaft E in ihrem Verhältnis zu den Formeln des Kalküls nicht 
zerstören, auf der Seite der Deutung des Kalküls Definitionen im üblichen Sinne des Wortes 
entsprechen“ und weiter (S. 85/86): „Wir ... können dieses Kriterium auf alle (formalisier- 
baren) Disziplinen übertragen.“ Das Kriterium ist offenbar so zu verstehen: Legt man dem 
Definiendum die Eigenschaft E (welche bislang nur für den ursprünglichen Kalkül definiert 
ist) dann und nur dann bei, wenn sie dem Definiens zukommt, so soll die Eigenschaft E die 
° 3 oben angegebenen Eigenschaften behalten, so daß der für den ursprünglichen Kalkül ge- 
führte Widerspruchsfreiheitsbeweis durch Wertung auch für den durch die Substitutionsregel 
erweiterten Kalkül gültig ist. Dieses Kriterium wird nicht begründet, und doch bestehen 
sowohl gegen seine Anwendbarkeit als auch — unter Voraussetzung seiner Anwendbarkeit — 
gegen sein (im obigen Zitate ausgesprochenes) Hinreichen schwere Bedenken. Betreffs der 
Anwendbarkeit ist vorab festzustellen, daß der Verf. wie üblich eine wissenschaftliche Dis- 
ziplin formalisierbar nennt, sobald man Axiome aussondern und den Schlüssen und Sätzen 
der Disziplin überhaupt einen Kalkül zuordnen kann (S. 69/71). Die oben angeführte Be- 
hauptung, das Kriterium lasse sich auf alle formalisierbaren Disziplinen übertragen, setzt 
als selbstverständlich voraus, daß für jede in diesem Sinne formalisierbare Disziplin ein 
Widerspruchsfreiheitsbeweis, und zwar durch Wertung, geführt werden könne, während doch 
schon die bisher durchgeführten Widerspruchsfreiheitsbeweise für die Zahlentheorie nicht mit 
dem bloßen Wertungsverfahren durchkommen und darüber hinaus die neuen Untersuchungen 
Gödels die Vermutung nahelegen, daß sich nicht für jede formalisierbare Disziplin ein auf 
„mechanischen‘ Hilfsmitteln fußender Widerspruchsfreiheitsbeweis führen lasse. Offenbar 
übersieht der Verf., daß sein Widerspruchsfreiheitsbeweis für den Funktionenkalkül nicht 
auch jedes in den Zeichen dieses Kalküls ausdrückbare Axiom einer Disziplin umfaßt. Das 
Hinreichen des Kriteriums wird — die Existenz der benötigten Widerspruchsfreiheits- 
beweise einmal vorausgesetzt — erst plausibel, wenn man (wie beim Aussagenkalkül) sicher 
ist, daß die Eigenschaft E keiner Formel zukommt, die in den Zeichen des zugehörigen Kalküls 
ausdrückbar ist, aber nicht in ihr beweisbar ist (und sein soll). Dies stellt aber eine keineswegs 
selbstverständliche Bedingung dar, deren Erfüllung bzw. Erfülltheitsnachweis in vielen Fällen 
mindestens eine recht schwierige Aufgabe sein wird. Der vom Ref. erwähnte Hilbert-Acker- 
mannsche Widerspruchsfreiheitsbeweis für den Funktionenkalkül z. B. genügt der Bedingung 
nicht. — Dem formalen Abschnitt folgt eine Besprechung der imprädikativen Definitionen, 
wobei die Paradoxien und die Russellsche unverzweigte Typentheorie gestreift werden. Den 
Behmannschen Versuch zur Lösung der Paradoxien (s. dies. Zbl. 1, 50) hält der Verf. durch 
eine Untersuchung Gödels für widerlegt. In einem neuen Absatz wird die Lehre von den 
Definitionen als Zuordnungen von Zeichen zu Objekten behandelt. Nachdem aus- 
einandergelegt worden ist, daß eine einzelne Behauptung niemals als wahr oder falsch qua- 
lifiziert werden kann, wird zur Untersuchung der Deutungsvorschrift eines Systems über- 
gegangen; eine mit einer solchen Deutungsvorschrift behaftete Theorie wird ‚im Idealfall‘ 
als wahr bezeichnet, wenn „zwischen ihr und den zu erforschenden Objekten die Beziehung 
der Isomorphie statt hat“. Im Anschluß an den Russellschen Strukturbegriff ergibt sich: 
wissenschaftliche Aussagen sind Strukturaussagen. In einem Kapitel über die Begriffs- 
bestimmung wird die historische Lehre von den Begriffskonstruktionen und Begriffszer- 
gliederungen einer Kritik unterzogen; insbesondere werden die ontologischen Begriffskon- 
struktionen und die Begriffs-,‚Chimären‘‘ gegeißelt. Der Verf. bringt bei dieser Gelegenheit 
zum Ausdruck, daß die Existenz eines Gegenstandes nichts anderes sei als die logische Dis- 
junktion über alle seine (wahrnehmbaren) Qualitäten. Die Problematik der Begriffszergliede- 
rungen löst sich nach D. durch den Satz: „Ist... das kalkülmäßige Analogon eine Defini- 
tionsgleichung, dann ist die fragliche Begriffszergliederung eine einwandfreie, und umgekehrt.‘ 
Das Buch schließt mit je einem Kapitel über Zeichenerklärung und Sacherklärung.: 
Wegen der Raumbeschränkung muß hier darauf verzichtet werden, über diejenigen behan- 
delten Probleme, die nicht der mathematischen Logik angehören, einen eingehenderen Über- 
blick zu geben. Der neuen Auflage — die den doppelten Umfang der früheren aufweist — 
ist ein vollständiges Literaturverzeichnis beigegeben. Arnold Schmidt (Göttingen). 


Bernstein, B. A.: Whitehead and Russell’s theory of deduetion as a mathematical 
seienee. Bull. amer. math. Soc. 37, 480—488 (1931). 

Der Verf. erklärt, die Whitehead-Russellsche Deduktionstheorie des ersten Bandes 
der Principia Mathematica genüge nicht den beiden an eine exakte Wissenschaft 
zu stellenden Forderungen: 1. zwischen denjenigen Begriffen und Sätzen, die zur 
Theorie gehören und denen, die außerhalb der formalen Theorie stehen, reinlich zu 
unterscheiden und 2. keine ableitbaren Sätze als Axiome aufzustellen. Heute ist jedoch 
bereits eine Interpretation der Whitehead-Russellschen Theorie üblich, die, ohne den 
formalen Aufbau der Theorie zu ändern, diesen Forderungen Genüge leistet. Als Ver- 
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stöße der Whitehead-Russellschen Deduktionstheorie gegen die Forderungen bucht 
der Verf.: 1. daß die Axiome über die propositional functions ableitbar seien; dies ist 
(nach der Bemerkung des Verf.) im wesentlichen schon in der zweiten Auflage der 
Principia Mathematica berücksichtigt (die vom Verf. aufgestellten Axiome sind übrigens 
auch nicht unabhängig; man vgl. Bernays, Math. Z. 25); 2. daß eine Assertion Hp 
keine formale Aussage sei; es genügt aber, H- als Mitteilungszeichen für die Aufnahme 
in die Theorie aufzufassen, um einzusehen, daß auch hier die Whitehead-Russellsche 
Methode einwandfrei ist. Die vom Verf. gebrachte Umformung von Hp zup=1 
ändert an dem nichtformalen Charakter der Axiome nichts, da = ausdrücklich als 
ein nicht zur Theorie gehöriges Zeichen aufgefaßt wird. A. Schmidt (Göttingen). 

Foster, Alfred L.: Formal logie in finite terms. Ann. of Math., II. s. 32, 407 —430 
(1931).- 

Den Hauptgegenstand der vorstehenden Abhandlung bilden die Grundlagen des 
Formalismus. Der Verf. ermittelt und diskutiert ein finites Modell, von dem die klas- 
sische formale Logik eine partielle Realisation bildet. Er bemüht sich (dahin faßt er 
seine Ausführungen zusammen), die gesamte „Sprache“ der mathematischen Logik 
als ein widerspruchsfreies deduktives System aufzubauen, ohne den Boden des Finiten 
zu verlassen. Er glaubt zeigen zu können, daß von trivialen Fällen abgesehen die Be- 
hauptung gilt: In einer- Mathematik, die auf dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten 
beruht und streng deduktiv vorgeht, ist der reine Existentialsatz (Ex) F(x) in dem 
Sinne leer, daß nichts aus ihm gefolgert werden kann. Walter Dubislav (Berlin). 

Skolem, Th.: Über einige Satzfunktionen in der Arithmetik. Skr. norske Vidensk. 
Akad. Oslo, Math.-naturwiss. Kl. Nr 7, 1—28 (1931). 

Verf. betrachtet diejenigen Aussagefunktionen und Sätze, welche sich mittels der 
5 logischen Grundoperationen (nicht, oder, und, alle, es gibt) aus Beziehungen der 
Form A=B, A< B aufbauen, wobei A, B zahlentheoretische Funktionen sind, die 
durch (beliebig iterierte) Anwendung der 3 Operationen der Addition, der Multiplikation 
mit einer Rationalzahl und der Bildung des nächst kleineren Ganzen entstehen. Als 
Laufbereich der Variablen werden die ganzen rat. Zahlen betrachtet, doch gelten alle 
Überlegungen für beliebige Bereiche von Dingen, für welche die 3 genannten Operationen 
definiert sind und gewissen einfachen Forderungen genügen. Für die Sätze der oben 
angegebenen Form wird ein Entscheidungsverfahren entwickelt, welches darauf beruht, 
daß jede Aussagefunktion der betrachteten Art mit einer ‚elementaren‘ äquivalent 
ist, d. h. einer solchen, die keine All- und Es gibt-Zeichen enthält. Dieses Resultat wird 
benutzt, um die Relativität der Begriffe der Wohlordnung und der induktiven Zahl 
an einem Beispiel zu illustrieren. Verf. konstruiert nämlich für eine gewisse geordnete 
Menge von Individuen einen Bereich von Funktionen, der die ordnende Relation selbst 
enthält, gegen die 5 logischen Grundoperationen abgeschlossen ist und in bezug auf 
den die gegebene Menge wohlgeordnet ist, d.h. jede mit Hilfe von Funktionen des 
Bereiches definierte Klasse enthält ein erstes Element. Andererseits kann man aber 
außerhalb des Bereiches liegende Klassen angeben, für die das nicht der Fall ist. Das 
erwähnte Resultat wird ferner benutzt, um ein Entscheidungsverfahren zu skizzieren 
für Sätze, die sich aus Bestandteilen der Form: azfı-a5° ... zn —=b mittels 
der 5 logischen Grundoperationen aufbauen, wobei der Laufbereich der Variablen 
sowie die Konstanten a, b, &,),...,&, pos. ganze Zahlen sein sollen. Auch hier gelten 
die Betrachtungen für allgemeinere Dingbereiche, z. B. für die ganzen Zahlen eines 
beliebigen algebraischen Zahlkörpers. K. Gödel (Wien). 

Stamm, Eduard: Über Relativfunktionen und Relativgleichungen. Mh. f. Math. 
38, 147-166 (1931). 

Es handelt sich lediglich um Illustrationen des Relativkalküls an einfachen 
mathematischen Beispielen, die weder vom mathematischen Standpunkt, noch vom 
Standpunkt des Schröderschen Relativkalküls aus Neues bringen. — In einem Bereiche, 
in dem Addition und Multiplikation ausführbar sind, seien 0 und 1 in üblicher Weise 
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charakterisiert. R(y,z) sei eine in diesem Bereiche definierte Relativfunktion, die nur 
der Werte 0, 1 fähig ist. Weiter seien eine Funktion f(x) und ein bestimmtes Ding k 
des Bereiches gegeben. Die „Relativgleichung“ R(/(x), k) = 1 werde durch ein Ding 2, 
erfüllt („spezielle Lösung“). Bezeichnet man mit R’(y,z) diejenige Relativfunktion, 
die = 0 ist, wenn R=1 ist, und umgekehrt, so stellt offenbar die Gleichung 


2=u- R(fu), k) + 29 * R’(f(u), k) 


jedes Ding des Bereiches, das die obige Relativgleichung erfüllt, dar, wenn u alle 
Dinge des Bereiches durchläuft; der Verf. nennt das (Abschnitt 2) die vollständige 
Lösung der Relativgleichung. Diese Bezeichnung führt insofern irre, als ja die Eins- 
Stellen der Relativfunktion R nicht etwa durch die angegebene Formel ermittelt 
werden können, sondern in ihr als bekannt vorauszusetzen sind. Demgemäß liefert die 
in den Abschnitten 3—4 gegebene Einkleidung einfacher zahlentheoretischer Bezie- 
hungen als „vollständige Lösung“ von Relativgleichungen keine Resultate. Der in 
Abschnitt 5 angestellte Versuch, in Abweichung von der üblichen Methode des Klassen- 
kalküls die Aristotelischen Schlüsse als Eliminationen aus Relativgleichungen 
darzustellen, ist fehlerhaft; die Gleichungen (5 - 4) bis (5 - 46) gelten nicht, wie angegeben 
und benutzt wird, für beliebige u, v, w, z. Abschnitt 6 ist einer Symbolik geometrischer 
Grundbegriffe gewidmet. Arnold. Schmidt (Göttingen). 


Härlen, Hasso: Bemerkungen zu dem Aufsatz des Herrn Behmann: „Zu den Wider- 
sprüchen der Logik und Mengenlehre“ in diesem Bande. Jber. dtsch. Math.-Verigg 
40, 156—159 (1931). 

Der Behmannsche Vortrag (Jber. 40; vgl. dies. Zbl. 1, 50) ist nach Härlen 
verdienstvoll, weil er einen Mißbrauch der Symbolik aufdeckt, dessen Fehlerhaftigkeit 
nicht durch die logische Analyse klargelegt werden kann. Gegen das Ziel des 
Vortrags, die Paradoxien zu lösen, wendet H. einerseits ein, daß nach seiner An- 
sicht die Paradoxien sich bereits auf die „Nichtbeachtung eines klar umschriebenen 
logischen Tatbestandes“ zurückführen lassen, nämlich auf die Anwendung des 
Diagonalverfahrens auf eine gewisse Klasse von Begriffsbildungen (für diese Auf- 
fassung werden Russell, Grelling, Nelson und Finsler zitiert). Was anderer- 
seits Behmanns symbolische Beseitigung der Paradoxien anbetrifft, so wird 
darauf hingewiesen, daß die Behmannsche Nötigung, in jedem Falle durch Ersetzung 
die Zulässigkeit der Kurzzeichen zu erweisen, den „Sinn ihrer Verwendung illusorisch“ 
mache; der Verf. spricht von Beispielen, in denen der Ersetzungsprozeß sich erst 
nach einer beliebig großen Anzahl von Schritten als unendlicher Regreß heraus- 
stellt. Zum Schlusse betont H. die Bedenklichkeit, die darin liegt, daß bei Beh- 
mann z. B. die Menge aller Dinge beibehalten wird. Arnold Schmidt (Göttingen). 


Reichenbach, Hans: Zum Anschaulichkeitsproblem der Geometrie. Erwiderung auf 
Oskar Becker. Erkenntnis, zugl. Ann. Philosoph. 2, 61—72 (1931). 

Die Arbeit stellt eine Erwiderung auf die Einwände dar, die der Phänomenologe Oskar 
Becker gegen die vom Verf. in seiner „Philosophie der Raum-Zeit-Lehre“ (Berlin 1928, de 
Gruyter) entwickelte Auffassung des Anschaulichkeitsproblems der Geometrie vorgebracht 
hat. [,Die apriorische Struktur des Anschauungsraumes“, Philos. Anz. 4, 129 (1930).] Es 
handelt sich in der Hauptsache um folgende Punkte: 1. In kritischer Erörterung der These, 
daß die Geltung der Sätze der euklidischen Geometrie durch die reine Anschauung gesichert 
werde, legt der Verf. dar, daß die Leistung der Anschauung lediglich darin besteht, uns bei 
der Einsicht in die implikative Geltung der geometrischen Sätze zu unterstützen, d.h. 
zu zeigen, daß jene Sätze gelten, wenn gewisse Voraussetzungen erfüllt sind, nicht aber, 
daß sie schlechthin gelten. Dies finde auch auf die angebliche anschauliche Rechtfertigung 
der Axiome sinngemäß Anwendung; z. B. die „anschauliche Einsicht‘ in die Teilbehauptung 
des Parallelenaxioms, daß es durch einen Punkt außerhalb einer Geraden mindestens eine 
Parallele gibt, lehre in Wahrheit nur dies: „Wenn eine Linie konstanten Abstandes von einer 
gegebenen Geraden selbst wieder eine gerade Linie ist, so gibt es eine Parallele.‘ 2. Zweitens 
wird die vom Verf. a.a. O. angegebene Veranschaulichung nichteuklidischer Räume disku- . 
tiert und sein im Zusammenhang hiermit gegebener Hinweis, daß im täglichen Leben häufig 
Umstellungen der Kongruenzanschauung vorkämen. Gegenüber Beckers Bedenken, daß in 
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den vom Verf. angegebenen Beispielen die ‚neuen‘ Kongruenzen wieder euklidisch seien, 
wird ein nichteuklidisches Anschauungsbild unter Benutzung einer optischen Täuschung ge- 
geben, ferner wird auf die Veranschaulichung nichteuklidischer geometrischer Verhältnisse 
durch optische Inversion hingewiesen. 3. Zum Schluß untersucht der Verf. die positiven An- 
sätze, die Becker unternommen hat, um die Homogeneität und Euklidizität des Raumes 


1 _ durch eine Aprioritätslehre zu begründen. Verf. weist kurz nach, daß die Begründung, die 


Becker für seine Thesen gibt, in Wahrheit die Konvention darstellt, an der euklidischen 
Geometrie unter allen Umständen festzuhalten und etwaige Abweichungen auf die Wirksam- 
keit universeller Kräfte abzuwälzen. Die Beckerschen Thesen selbst stellen dann die Be- 
hauptung dar, daß diese Konvention die einzig zulässige sei. Die Unhaltbarkeit dieser 
These ist aber vom Verf. a. a. O. ausführlich dargelegt worden. 

0. @. Hempel (Berlin-Buch). 


® Ramsey, Frank Plumpton: The foundations of mathematies and other logieal 
essays. Edit. by R. B. Braithwaite. With a preface by G. E. Moore. London: Kegan 
Paul, Trench, Trubner & Co., Ltd. 1931. XVIIL, 310 8. geb. 15/—. 

Das nach dem Tode des frühverstorbenen Verf. unter dem obigen Titel veröffent- 
lichte Werk enthält die nachstehend verzeichneten Arbeiten: 1. The Foundations of 
Mathematics; 2. Mathematical Logic; 3. Ona Problem of Formal Logic; 4. Universals; 
5. Note on the Preceding Paper; 6. Facts and Propositions. Diese Arbeiten sind be- 
reits zu Lebzeiten des Verf. in verschiedenen Zeitschriften publiziert worden. 7. Truth 
and Probability. 8. Further Considerations, und zwar a) Reasonable Degree of Belief. 
b) Statistics. c) Chance. 9. Last Papers, und zwar a) Theories. b) General Propositions 
and Causality. c) Probability and Partial Belief. d) Knowledge. e) Causal Qualities. 
f) Philosophy. Für den Mathematiker ist vorzugsweise die erste Abhandlung von 
Interesse, in der der Verf. den logizistischen Standpunkt bei der Grundlegung der 
Mathematik im Anschluß an die „Principia Mathematica“ entwickelt und u. a., fußend 
auf einschlägigen Untersuchungen von L. Wittgenstein, die Russellsche Typenlehre 
durch Ausmerzung des Reduzibilitätsaxioms einwandfrei zu gestalten sucht. 


Walter Dubislav (Berlin). 
Geschichtliches. 


Fettweis, Ewald: Parallelerscheinungen auf mathematischem Gebiet bei jetzt 
lebenden Naturvölkern und bei Kulturvölkern vergangener Zeiten. Scientia (Milano) 
49, 423—436 (1931). 

Einige Bemerkungen über manche an der Oberfläche liegende Parallelen bei Zahl- 
begriff und geometrischen Grundbegriffen verschiedenster Völker und Kulturen. 

Neugebauer (Göttingen). 

Peet, T. E.: A problem in Egyptian geometry. J. Egyptian Archaeology 17, 100 
bis 106 (1931). 

In seiner Publikation des Moskauer Mathem. Papyrus (Quellen u. Studien z. 
Gesch. d. Math. A 1) hat Struve eines der Beispiele (M 10) als korrekte Berechnung 
der Halbkugeloberfläche interpretiert. Pe et wendet sich nun gegen diese Auffassung, 
indem er zeigt, daß in den Angaben des Problems noch eine weitere Größe enthalten 
ist, so daß die Zwangläufigkeit der Struveschen Rechnungen aufgehoben wird und 
dann natürlich sehr viel simplere Interpretationsmöglichkeiten vorliegen. — Weitere, 
zum Teil sehr wichtige Ergänzungen zur Struveschen Edition gibt Peet in der- 
selben Zeitschr. 17, 154—160. Neugebauer (Göttingen). 

Thomas, W.R.: Moscow Mathematical Papyrus, No. 14. J. Egyptian Archaeology 
17, 50—52 (1931). 

Betrachtungen zur Formel für das Pyramidenstumpfvolumen, die in dem 
Moskauer mathematischen Papyrus enthalten ist, im Anschluß an die entsprechende 
Arbeit von Gunn und Peet in ders. Zeitschr. 15, 176—185 (1929). 

Neugebauer (Göttingen). 

Dingler, Hugo: La notion de syst&me dans P’histoire et la philosophie des sciences. 
Archeion (Roma) 13, 210—225 (1931). 

Vgl. dies Zbl. 1, 321. 


Emanuelli, Pio: L’astronomia in Roma. Mem. Soc. astron, ital., N. s. 5, 245 bis 
249 (1931). 

L’A. espone per sommi capi la Storia dell’Astronomia in Roma, dividendola 
in tre periodi: 1) antichitä e medioevo, fino al Rinascimento; 2) dal Rinascimento 
alla fondazione degli Osservatori del Collegio Romano e del Campidoglio (fine del 
XVIII secolo e prineipio del XIX); 3) da quell’epoca all’epoca presente. Autoreferat. 

Bortolotti, Ettore: Intorno al Liber Abbaei di Leonardo Pisano ed all’uso delle fra- 
zioni continue nel ealeolo approssimato di sr. Period. Mat., IV. s. 11, 211—217 (1931). 


Agostini, Amedeo: Il problema inverso delle tangenti e l’integrazione indefinita 
nelle opere del Torricelli. Archeion (Roma) 13, 55—59 (1931). 

The author has published, in a previous issue of the same periodical, a paper „Il 
problema inverso delle tangenti nell’opera di Torricelli“. Certain conclusions of 
this paper have been attached by E. Bortolotti, „Archeion‘“ 12, p. 267, who in 
the last years has devoted several papers to the work of Torricelli. Bortolottithinks 
that Agostini interpretes too much into Torricelli’s work. The paper reviewed 
here is Agostini’s defense. Struik (Cambridge). 

Bortolotti, Ettore: La integrazione indefinita ed il teorema di inversione nell’opera 
del Torricelli. Archeion (Roma) 13, 60—64 (1931). 

Bortolotti resumes the objections he made against the conclusions of Agostini 
on Torricelli’s work. He denies for instance that Torricelli solved what we call a 
system of differential equations. Struik. (Cambridge). 

Agostini, Amedeo: Ancora sul problema inverso delle tangenti e sull’integrazione 
indefinita nelle opere di Torricelli. Archeion (Roma) 13, 65 (1931). 

Last word of Agostini on the subjects discussed in the two previous papers. 

Struik (Cambridge). 

Brunet, Pierre: La notion d’infini mathömatique chez Buffon. Archeion (Roma) 
13, 24—39 (1931). 

The author compares the notions on the infinite expressed by Fontenelle (1727), 
and by Buffon in his translation of Newtons ‚Fluxions“ (1740). Fontenelle 
accepted the infinite as a number with the same right of existence as the natural 
numbers, and from this came to the acceptance of the infinitesimally small. Buffon 
attacked this point of view. For him the notion of the infinite is not obtained by 
adding something to the old body of knowledge, but by leaving something out. A 
finite thing has limits, we get the infinite thing by omitting these limits. It is there- 
fore rather astonishing that Buffon, though admirer and defender of Newton, treated 
Berkeleys criticism with ridicule. The author sees in Buffon’s ideas an approach to 
Leibniz’ point of view. The statement p. 24 that Buffons work in mathematics has 
not had due attention is too strong. His needle problem is a classical part of the theory 
of probability. Struik (Cambridge). 

Algebra und Zahlentheorie. 


Amato, Vincenzo: Sulle sostituzioni lineari ad equazione caratteristica reeiproca. 
Atti Accad. Gioenia Catania 18, mem. IV, 1—4 (1931). 

Brioschi hat [J. de Math. 19, 253 (1854)] gezeigt, daß die charakteristische 
Gleichung einer orthogonalen Substitution eine reziproke Gleichung ist, daß aber rezi- 
proke charakteristische Gleichungen auch bei nicht orthogonalen Substitutionen auf- 
treten können. Dabei ist eine orthogonale Substitution dadurch gekennzeichnet, 
daß sie mit ihrer kontragredienten identisch ist. Als Umkehrung des Satzes von 
Brioschi wird nun hier bewiesen: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine lineare Substitution in ihre kontragrediente transformierbar ist, ist die, daß 
die zugehörige charakteristische Gleichung reziprok ist, und daß in dem Falle, daß sie 
nicht lauter verschiedene Wurzeln hat, jede Wurzel dieselbe Signatur hat, wie die 
zu ihr reziproke. Schrutka (Wien). 
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Brown, 0. E.: The equivalence of triples of bilinear forms. Bull. amer. math. Soc. 
37, 424—426 (1931). 

Problem: „Gegeben zwei Tripel von m-m Matrizen (qa,, @,, 43), (&, &g, 3). 
Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz zweier nicht 
singulärer Matrizen P und @ gefunden werden, so daß PaQ = a, PyQ = %,, 
Pa,Q = a,.‘“ Falls die Menge la, + ma, + na, eine nicht singuläre Matrix enthält, 
läßt sich das allgemeine Problem zurückführen auf: ‚‚Gegeben zwei Tripel von m - m 
Matrizen (I, a, b), (I, &, ß) (I die Identität). Es sollen notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Existenz einer nieht singulären Matrix P gefunden werden, so daß 
PaP-1=«,PbP-!=Bß.“ a, & heißen ähnlich, wenn M existiert, sodaß MaM !=«.. 
Wenn (I, a, b) und (I, &, ß) äquivalent sind, dann sind @ und & einer Matrix u und 
und £ einer Matrix » ähnlich (v und » in kanonischer Gestalt). Sind P,L, II, A 
Matrizen, so daß LaL-!= u, PbP!=v, A&A"=u, I$ßLU-!=», so gilt: 
PL-1= HIIA-!1@G-!, wobei @ u und H v in sich transformieren. Umgekehrt: wenn 
diese Gleichung befriedigt wird, dann sind die Tripel äquivalent. Hofreiter (Wien). 

Thomas, Joseph Miller: Matrices of integers ordering derivatives. Trans. amer. 
math. Soc. 33, 389—410 (1931). 

In Riquier’s theory of differential equations there is attached to each of the n 
independent variables x, a set of integers ci, c, ...., ci called cotes, and to each of the 

tee tin 
functions u; a set yi, Y5 »..,Y. The gth cote of the derivative un 
n v0 

is defined as CO, = Dei, + yf. A derivative with cotes C,, O,,.. . .issaid to precede or 
1 


follow one with cotes O7, 03, .. . according as the first non-vanishing difference ©, — (C\, 
0, — 03, ... is negative or positive. Cotes can be so chosen that the derivatives con- 
sidered are completely ordered. Two matrices of cotes are called equivalent if they 
lead to the same order relations among the derivatives. The author determines all the 
transformations which relate equivalent matrices and gives a method of reducing a 
matrix to a unique canonical form. Any ordering effected by a matrix with ? —=1 
can be accomplished by a matrix of n columns. For the case of a single function u, 
a necessary and sufficient condition that the derivatives be completely ordered is that 
the matrix ||c# || be of rank n, and two matrices || c || and || © || are equivalent if and 


q 
only if cz he where the A? are rational and 42 >0. Mac Duffee (Columbus). 


Aitken, A. C.: Further numerical studies in algebraie equations and matriees. 
Proc. roy. Soc. Edinburgh 51, 80—90 (1931). 

Die Methode von D. Bernoulli zur näherungsweisen Berechnung der größten 
bzw. kleinsten Wurzel einer algebraischen Gleichung wurde vom Verf. bereits an 
anderer Stelle [Proc. roy. Soc. Edinburgh 46 (1926)] so weit verallgemeinert, daß sie 
die Berechnung aller Wurzeln gestattet. In der vorliegenden Arbeit werden hierzu 
nähere Ausführungen gegeben und ein Beispiel durchgerechnet. Ferner wird der Zu- 
sammenhang dieser Methode mit der Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix durch 
Iteration (Potenzieren) untersucht. Pingitzer (Wien), 

Waerden, B. L. van der: Generalization of a theorem of Kroneceker. Bull. amer. 
math. Soc. 87, 427—428 (1931). 

Ein von J. F. Ritt aufgestellter Satz über algebraische Abhängigkeit ergibt 
sich als Spezialfall der folgenden Verallgemeinerung eines Kroneckerschen Satzes: 
Pi» ---»Prs Yıs : - -» 9% Seien zwei Systeme von jeweils linear unabhängigen Funktionen 
in Yy; d4,...,dy5 Cyy...,C, seien Unbestimmte. Man setze 


(bıßı Te etsnle b,ß,) (cıYı u 0 +69) Ta (a, %ı er Ann); 


dabei seien die &; ein vollständiges, linear unabhängiges System unter den Produkten 
Pi Y;, durch das sich also alle diese Produkte linear ausdrücken lassen, während die 
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a; passende Linearkombinationen der Produkte b;c, darstellen. Unter diesen Voraus- 
setzungen ist jedes Produkt b; c; Nullstelle eines Polynoms Z? + A, ZU! +... + A,, 
in dem die A; jeweils homogene Formen kten Grades von a,,..., a, mit konstanten 
Koeffizienten sind. Der sehr einfache Beweis dieses Satzes benötigt als wesentlichstes 
Hilfsmittel den Hilbertschen Nullstellensatz; er geht übrigens im Keim auf Emmy 
Noether zurück. Grell (Jena). 

Garver, Raymond: Invariantive aspeets of a transformation on the Brioschi quintie. 
Ann. of Math., II. s. 32, 478—484 (1931). 


+4 i y ; 
er führt die Brioschische Normal- 


form der Gleichung 5. Grades w® — 10Zw? + 45w — Z?= 0) über in die Gleichung 
y+5ay®+5by+c=0, wo 

Vae=8#® + Mu+72Z/u + Zu, 

Vb= —M+18Z2 u + ZAu? + 27Z2u%, 

Ve = 45 — 10Z73 u? + 45 Zi ut + Z2uB, 

 ‚=-12383— 2 
ist. Diese Formeln werden hier in einer neuen Weise erhalten mit Hilfe von allgemeinen 
Sätzen von Hermite und Junker, wobei viele kompliziert gebaute Invarianten 
ausgewertet werden. van der Waerden (Leipzig). 

Taketa, Kiyosi: Über die auflösbaren linearen Substitutionsgruppen. (Math. Inst., 
Imp. Univ., Tokyo.) Proc. imp. Acad. (Tokyo) 7, 179—181 (1931). 

Verf. beweist: sind N, und %;,, aufeinanderfolgende Normalteiler der Haupt- 
reihe einer auflösbaren Gruppe, N die imprimitive Darstellung von N;, erzeugt durch 
eine irreduzible Darstellung A von W;,,, und N,;;, die entsprechende Darstellung 
von I; bei Nf, so ist Nf irreduzibel oder reduzibel, je nachdem ob N,,, lauter von- 
einander verschiedene irreduzible Bestandteile hat oder nicht, und im zweiten Falle 


Die rationale Transformation y = 


hat N* nicht lauter gleiche irreduzible Bestandteile. Magnus (Göttingen). 
Baker, R. P.: Cayley diagrams on the anchor ring. Amer. J. Math. 53, 645 bis 
669 (1931). 


Es werden alle endlichen Gruppen aufgesucht, zu denen sich als Gruppenbild 
(Cayley diagram) ein der projektiven Ebene oder dem Torus einbeschriebenes „halb- 
reguläres‘‘ Polyeder konstruieren läßt, d. h. ein solches, bei dem in jeder Ecke die gleiche 
Anzahl von n-Ecken zusammenstoßen, wobei n die Seitenzahl eines beliebigen in der 
Begrenzung des Polyeders auftretenden Polygons ist. In der euklidischen Ebene als 
der universellen Überlagerungsfläche des Torus entspricht jedem dem Torus einbeschrie- 
benen halbregulären Polyeder ein unendliches halbreguläres Netz; derartige Netze gibt 
es nur 9. Jedes Netz läßt sich auf nur endlich viele Arten als Gruppenbild einer unend- 
lichen Gruppe auffassen; indem man geeignete endliche Teile dieser Gruppenbilder aus- 
schneidet und zu einem Torus zusammenbiegt, erhält man Gruppenbilder endlicher 
Faktorgruppen dieser unendlichen Gruppen, und zwar im wesentlichen alle gesuchten. 

Magnus (Göttingen). 

@ Waerden, B. L. van der: Moderne Algebra. II. TI. Unter Benutzung von Vor-: 
lesungen v. E. Artin u. E. Noether. (Die Grundlehren d. math. Wiss. in Einzeldarstell. 
mit besonderer Berücksichtigung d. Anwendungsgeb. Hrsg. v. R. Courant. Gemeinsam 
mit W. Blaschke, M. Born u. €. Runge. Bd. 34.) Berlin: Julius Springer 1931. VII, 
216 S. RM. 15.—. 

Im ersten Kapitel (Eliminationstheorie) wird die Sylverstersche Resultante zweier Poly- 
nome definiert und ihre Bedeutung für das Vorhandensein gemeinsamer Nullstellen ausein- 
andergesetzt; es schließt sich an die Darstellung als symmetrische Funktion der Wuızeln 
sowie ein Abschnitt über Resultantensysteme mehrerer Polynome einer Unbestimmten. Be- 
trachtungen über die Bestimmung aller gemeinsamen Nullstellen beliebig vieler Polynome in 
n Unbestimmten gipfeln in dem Hilbertschen Nullstellensatz, der hier ohne idealtheoıetische. 
Hilfsmittel bewiesen wird. Für ein homogenes Gleichungssystem folgt ein algebraisches Kıi- 
terium (Herleitung nach H. Kapferer) für die Existenz nichttrivialer Lösungen. Ausführungen 
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über Trägheitsformen leiten über zu den Eigenschaften der Resultante von n allgemeinen Formen 
in n Unbestimmten; sie dienen neben dem Hilbertschen Nullstellensatz zum Beweis des Satzes 
von Bezout. Das XII. Kapitel über allgemeine Idealtheorie kommutativer Ringe bringt 
eine Darstellung der E. Noetherschen Theorie (publiziert Math. Ann. 83) mit dem Haupt- 
satz über die Zerlegung eines Ideals in endlich viele größte Primärkomponenten. Hervor- 
zuheben ist noch ein besonderer Abschnitt über einartige Ideale. Kap. XIII: Anwendung 
dieser allgemeinen Theorie auf den Polynombereich von n Unbestimmten. Über algebraische 
Mannigfaltigkeiten werden die Grundtatsachen abgeleitet und ihre Parameterdarstellung 
durch algebraische Funktionen untersucht; insbesondere wird der Zusammenhang zwischen 
irreduziblen Mannigfaltigkeiten, Primidealen des Polynombereichs und den allgemeinen Null- 
stellen gewonnen. Betrachtungen über die Dimension der Mannigfaltigkeiten vervollständigen 
diese Gedankenreihen. Der Satz von der Zerlegbarkeit einer algebraischen Mannigfaltigkeit 
in irreduzible liefert einen neuen Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes. Es schließt an 
die Verallgemeinerung des M. Noetherschen Fundamentalsatzes samt Folgerungen, unter 
denen vor allem der Restsatz zu erwähnen ist. Die Methode der Reduktion mehrdimensio- 
naler Ideale auf nulldimensionale liefert den Hentzeltschen Nullstellensatz. Das Kapitel 
endet mit einem Satz über ungemischte Ideale: „Hat das Ideal (f,,...‚,J)$#o=I/[&,,.-:, %,] 
eine Dimension d<n— r, so ist es ungemischt (n — r)-dimensional‘“, sowie mit Betrach- 
tungen über den Grad einer algebraischen Mannigfaltigkeit in ihrem Zusammenhang mit der 
Anzahl von Schnittpunkten mit linearen Unterräumen. Im XIV. Kap. wird die Theorie der 
ganzen algebraischen Größen entwickelt in der Form, wie sie in der grundlegenden Arbeit 
von E. Noether (Math. Ann. 96) zuerst durchgeführt und dann anschließend von Krull, 
Artin, Brandt weitergebildet und auch auf hyperkomplexe Systeme ausgedehnt wurde, 
So ist das v.d.Waerdensche Buch das erste, das den modernen axiomatischen Aufbau der 
gewöhnlichen Idealtheorie wiedergibt. Daran anschließend findet sich eine in der vorliegenden 
Form von E. Artin stammende und hier zum erstenmal mitgeteilte Idealtheorie beliebiger 
ganz abgeschlossener Integritätsbereiche, auch solcher ohne die bekannte Minimalbedingung, 
Das Kap. XV, „Lineare Algebra‘, bildet die Überleitung zu den hyperkomplexen Systemen 
und der Darstellungstheorie. Zunächst eine ausführliche Theorie der linearen Transforma- 
tionen, die aufgefaßt werden als operatorhomomorphe Modul-Abbildungen, dann, auf dem 
Steinitzschen Austauschsatz ruhend, die Lehre von den linearen Gleichungen. Für Matrizen 
mit Elementen aus solchen Ringen, die einen Euklidischen Divisionsalgorithmus oder die 
Hauptidealeigenschaft besitzen, wird die Reduktion auf die Elementarteilerdiagonalform be- 
handelt. Damit erhält man unmittelbar den Fundamentalsatz der Abelschen Gruppen mit 
endlich viel Erzeugenden und einem Ring eines der beiden genannten Typen als Operatoren- 
bereich; für Gruppen mit endlich vielen Elementen wird noch ein besonderer Beweis durch 
Induktion nach der Elementeanzahl gegeben. Die Beziehungen zwischen der gruppentheo- 
retischen Struktur des Darstellungsmoduls und derjenigen der von ihm erzeugten Darstel- 
lungen dienen zur Behandlung der Aufgabe, Matrizen mit Elementen aus einem kommuta- 
tiven Körper auf die Loewysche und Jordansche Normalform zu transformieren. Die enge 
Verbindung mit der Elementarteilertheorie im Polynombereich einer Unbestimmten gibt ein 
Mittel zur wirklichen Konstruktion dieser Normalformen. Mit der Transformation quadra- 
tischer und Hermitescher Formen auf Diagonalform schließt der Teil „Lineare Algebra“. Die 
beiden letzten Kapitel sind der Theorie der hyperkomplexen Systeme und ihren Darstellungen 


‘ gewidmet. Zunächst handelt es sich um die Struktur der hyperkomplexen Systeme selbst. 


Für beliebige nichtkommutative Ringe werden die erforderlichen gruppen- und idealtheore- 
tischen Begriffe entwickelt. Der Hauptsatz für die halbeinfachen Ringe liefert die Identität 
der linksseitig vollreduziblen Ringe mit Einselement und derjenigen ohne Radikal mit Minimal- 
bedingung für Linksideale. Es folgt der Zusammenhang zwischen den Zerlegungen in zwei- 
seitige Ideale und denen des Zentrums. Untersuchungen über den Automorphismenring eines 
vollständig reduziblen Moduls bilden die Vorbereitung zum Wedderburnschen Satz über die 
Struktur der halbeinfachen Ringe und dessen Umkehrung, durch den die Bauart dieser Systeme 
auf die der vollen Matrizenringe in gewissen nichtkommutativen Körpern zurückgeführt 
wird. Sätze über das Verhalten hyperkomplexer Systeme bei Erweiterung des Grundkörpers 
beschließen das XVI. Kapitel; es handelt sich da u. a. um den ‚wichtigen Satz, daß ein nicht- 
kommutativer Körper endlichen Ranges bez. seines Zentrums stets eine Quadratzahl als Rang 
besitzt und bei geeigneter Erweiterung des Zentrums als voller Matrizenring betrachtet werden 
kann, sowie um die Definition des Zerfällungskörpers. Im XVII. Kapitel wird die Darstellung 
hyperkomplexer Systeme und (mittels des zu einer endlichen Gruppe konstruierten Gruppen- 
ringes) auch die der endlichen Gruppen behandelt. Zunächst ergibt sich die vollständige 
Reduzibilität aller Darstellungen eines hyperkomplexen Systems ohne Radikal c und die Tat- 
sache, daß bei einem beliebigen hyperkomplexen System o alle irreduziblen Darstellungen 
schon in der regulären Darstellung von o|c enthalten sind. Die Diskussion der Struktur der 
Darstellungen einfacher hyperkomplexer Systeme liefert den Burnsideschen Satz über die n? 
linear unabhängigen Matrizen in einem absolut irreduziblen System von Matrizen n ten Grades. 
Es folgen Sätze über die Zentrumsdarstellungen, vor allem der über die Anzahl der inäqui- 
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valenten Darstellungen unter denen des ganzen Systems sowie Betrachtungen über Spuren 
und Charaktere (Hauptresultat: die bis auf Aquivalenz eindeutige Bestimmtheit einer vollständig 
reduziblen Darstellung eines hyperkomplexen Systems mit einem Koeffizientenkörper der 
Charakteristik Null durch die Charaktere). Ausführungen über die Darstellung Abelscher 
Gruppen und ihre Charakterentheorie schließen sich an, Weiter wird die volle Reduzibilität 
der Darstellungen endlicher Gruppen bewiesen und gezeigt, daß die Anzahl der inäquivalenten 
absolut-irreduziblen Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Elemente ist. 
Nach Ableitung der Charakterenrelationen werden die Darstellungen der symmetrischen 
Gruppe behandelt (nach J. v. Neumann). Zum Schluß finden sich Anwendungen der Dar- 
stellungstheorie auf die Theorie der nichtkommutativen Körper; u.a. wird bewiesen, daß 
die maximalen kommutativen Unterkörper von Divisionsalgebren Zerfällungskörper dar- 
stellen. Als Anwendung dieser Gedanken wird die Bestimmung aller nichtkommutativen 
Körper endlichen Grades über dem Körper der reellen Zahlen sowie die der Körper aus endlich 
vielen Elementen durchgeführt; dabei ergibt sich ein neuer Beweis des Wedderburnschen Satzes, 
daß alle Körper mit endlich viel Elementen kommutativ sind Die allerorten mit ganz beson- 
derer Sorgfalt ausgesuchten Aufgaben sind noch ausdrücklich zu erwähnen. Greil (Jena). 

Krull, Wolfgang: Über die Zerlegung der Hauptideale in allgemeinen Ringer. 
Math. Annalen 105, 1—14 (1931). 

v.d. Waerden hat für die Hauptideale eines ganz abgeschlossenen Integritäts- 
bereichs, in dem der Noethersche Teilerkettensatz gilt, den folgenden Zerlegungssatz 
bewiesen: Jedes Hauptideal ist gleich dem Durchschnitt eindeutig bestimmter sym- 
bolischer Potenzen von endlich vielen höchsten Primidealen. Dabei versteht man unter 
der symbolischen Potenz p") des Primideals p die isolierte Primärkomponente von 
p” und unter einem höchsten Primideal ein solches, das kein echtes Primidealvielfaches 
besitzt. Verf. überträgt diesen v. d. Waerdenschen Zerlegungssatz in die Sprache der 
Bewertungstheorie und gewinnt so ein Kriterium für seine Gültigkeit in einem belie- 
bigen Integritätsbereich %. Benützt werden hierbei die additiv geschriebenen Expo- 
nentenbewertungen des Quotientenkörpers 8 von R, die bekanntlich den nichtarchi- 
medischen Bewertungen im Sinne Ostrowskis entsprechen. Eine solche Bewertung 
wird ganzzahlig bzw. rational genannt, wenn die den Körperelementen zugeordneten 
Werte aus lauter ganzen bzw. rationalen Zahlen bestehen. Der Hauptsatz lautet: In 
R gilt der v. d. Waerdensche Zerlegungssatz dann und nur dann, wenn R sich aus den 
Körperelementen zusammensetzt, die in einer festen Menge ganzzahliger Bewertungen 
B, nicht negative Werte besitzen, und wenn jedes Element von R nur in endlich vielen 
dieser B, von O0 verschiedene Werte hat. Als Anwendung beweist Verf. mit seiner 
Methode die Gültigkeit des v. d. Waerdenschen Zerlegungssatzes für den Integritäts- 
bereich aller Potenzreihen in n Veränderlichen mit Koeffizienten aus einem Ring R 
unter der Voraussetzung, daß der Satz bereits für R richtig ist, ferner ein entsprechendes 
Resultat für konvergente Potenzreihen mit gewissen komplexen Zahlkoeffizienten. Im 
Anschluß an den Hauptsatz wird allgemeiner die Zerlegung der Hauptideale in solchen 
Integritätsbereichen untersucht, die bei Zulassung von rationalen statt der ganzzahligen 
Bewertungen entstehen. Der zweite Teil der Arbeit behandelt die Integritätsbereiche, 
in denen jedes Element eine eindeutige Zerlegung in ein Produkt von Primelementen 
gestattet. Durch Abänderung der von Hasse für Hauptidealintegritätsbereiche for- 
mulierten Bedingungen ergibt sich für die fraglichen Integritätsbereiche R die folgende 
Charakterisierung. Jedem Element a läßt sich eine nicht negative, für Nichteinheiten a 
sogar positive ganze Zahl x(a) zuordnen mit den Eigenschaften: 1.x(ab) =x(«) 
+x(b). 2. Zu zwei in keiner Richtung durcheinander teilbaren Elementen a, b exi- 
stieren stets drei weitere Elementer, s, q,von denen qzu a prim ist, so daße = (ra + sb)/q 
inR liegt und x(e < min [x(a), x(b)] ausfällt. Fr. K. Schmidt (Erlangen). 

Littlewood, D. E.: Identical relations satisfied in an algebra. Proc. Lond. math. 
Soc., II. s. 32, 312—320 (1931). 

Alle Identitäten, welche identisch erfüllt werden durch alle Elemente X eines 
einfachen hyperkomplexen Systems über dem Körper der reellen Zahlen, können aus 
quadratischen Identitäten der Form Da, X b,Xc,=0 (a,,b,,c, im System) her- 
geleitet werden. Diese waren bekannt für die Quaternionen. Sie werden hier für be- 
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liebige Matrixsysteme hergeleitet und lassen sich dann auf Quaternionen sowie auf 
Quaternionenmatrixsysteme leicht übertragen. van der Waerden (Leipzig). 

Shover, Grace, and €. €. MacDuffee: Ideal multiplieation in a linear algebra. Bull. 
amer. math. Soc. 87, 434—438 (1931). 

Eine halbeinfache Algebra A mit rationalem Koeffizientenbereich sei gegeben, 
© eineMaximalordnung ganzer Elemente aus X mit der Basis e,,...,&. Die Verff. ord- 
nen jedem Linksideal aus © die n-reihigen Matrizen zu, die bei der Darstellung von n 
Basiselementen des Ideals als linearen Kombinationen der e; auftreten. Ist das Ideal 
nicht singulär, so entstehen diese Matrizen aus einer von ihnen durch Linksmultipli- 
kation mit einer beliebigen ganzzahligen Matrix der Determinante +1. Es wird ge- 
zeigt,daß die dem Produktideal l,!; zugeordneten Matrizen als die größten gemeinsamen 
Rechtsteiler der n Matrizen @,S(ß,) berechnet werden können, wobei @,eine „zugeordnete 
Matrix, $(ß;) die Matrizen sind, die den Basiselementen f,; des Ideals 5 in der regulären 
Darstellung von WX durch die Basis e,,...,e, entsprechen. Köthe (Münster). 

Carmichael, R. D.: Algebras of certain doubly transitive groups. Amer. J. Math. 
53, 631—644 (1931). 

Es handelt sich um von Dickson (Göttinger Nachrichten 1905, 362ff.) unter- 
suchte Algebren A[s] von endlich vielen Elementen u,, u ,. - ., %_,, zwischen denen 
das linksseitige distributive Gesetz a(b +c) =ab-+- ac besteht, aber (außer wenn 
A ein @ F ist) nicht das rechtsseitige. Alle Elemente. bilden bei Addition, alle außer «, 
bei Multiplikation eine Gruppe; die additive Gruppe H ist abelsch. Die Substitutionen 
x =ax+b mit a, b aus A, a = u, permutieren die Elemente von A; sie erzeugen 
eine zweifach transitive Gruppe @ des Grades s und der Ordnung s(s— 1), und um- 
gekehrt liefert jede solche Gruppe @ eindeutig eine Als]. @ ist notwendig Untergruppe 
der Holomorphie der Abelschen Gruppe ZH von der Primzahlpotenzordnung s —= p” und 
vom Typus (1, 1,...,1). Die multiplikative Gruppe M der zu @ gehörigen Als] ist 
transitive Untergruppe des Grades und der Ordnung s — 1 in der Gruppe I der Auto- 
morphismen von H, wobei I als Permutationsgruppe der vom Einheitselement verschie- 
denen s—1 Elemente von H aufzufassen ist; M bestimmt @ und damit A[s] eindeutig, 
und zu jeder solchen Gruppe M gibt es genau eine @. Die Aufgabe, alle A[s] zu bestimmen, 
wird durch Konstruktion gewisser Klassen von Gruppen M in Angriff genommen; 
M wird dabei als Gruppe von Substitutionen x’ = az” in einem @F[s] dargestellt. 

Magnus (Göttingen). 
Zahlentheorie: 

© Dickson, L. E.: Einführung in die Zahlentheorie. Autoris. dtsch. Ausg. v. „‚Intro- 
duetion to the theory of numbers“. Hrsg. v. Ewald Bodewig. Leipzig u. Berlin: B. G. 
Teubner 1931. VIII, 175 8. geb. RM. 9.60. 

„Der Zweck dieses Buches ist eine Einführung in die Hauptgegenstände 
der rationalen Zahlentheorie. Doch werden die Untersuchungen nicht an ihren 
interessantesten Stellen schon wieder verlassen, sondern dem Leser unter Hinweis 
auf die klassische und die neuere Literatur innerlich nahegebracht. Daher wurden 
solche Probleme, deren vollständige Erledigung nur mit schwierigen analytischen Me- 
thoden möglich ist, von vornherein ausgeschlossen.“ Wie die folgenden Kapitelüber- 
schriften zeigen, stehen die Diophantischen Gleichungen im Mittelpunkt des Interesses. 
I. Die wichtigsten Teilbarkeitssätze. II. Theorie der Kongruenzen. III. Quadra 
tische Reste und Reziprozitätsgesetz. IV. Einführung in die diophantischen Glei- 
chungen. V.Binäre quadratische Formen. VI. Einige diophantische Gleichungen. 
VII. Indefinite binäre quadratische Formen. VIII. Lösung von a® +bf? +02 —=0 
in ganzen Zahlen. IX. Komposition der genera binärer quadratischer Formen. X. Dio- 
phantische Gleichungen mit einer endlichen Zahl ganzer Lösungen. XI. Minima reeller 
indefiniter binärer quadratischer Formen. — Zahlreiche dem Text eingegliederte Übungs- 
aufgaben tragen dazu bei, den Stoff zu bereichern und lebendiger zu gestalten. 

Bessel-Hagen (Bonn). 
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Cattaneo, Paolo: Sulle soluzioni intere positive dell’equazione >’h(z + hy)! 
0 


= (2 + ny)'. Atti Accad. Sci. lettere ed arti Padova, N. s. 47, 125—130 (1931). 
L’A. ritrova le note soluzioni dei casin—=2 ed n = 3; dimostra che non esistono 
soluzioni quando n & 4, 5, 6, 7 o della forma 8u +6. Autoreferat. 
Pall, Gordon: Simultaneous quadratie and linear representation. Quart. J. Math., 
Oxford ser. 2, 136—143 (1931). 
Der Verf. behandelt die simultanen Diophantischen Gleichungen 


SS el re a) 
b= 26% =Zllm,-..n2) 

wobei / und / FRE quadratische und lineare Formen mit ganzzahligen Koeffizienten 
sind, a; = a,,, D= |a,, | = 0. Zunächst wird eine Beziehung aufgestellt zwischen den 
ganzzahligen Lösungen z,,...,2, von (1) einerseits und den ganzzahligen Lösungen 
(Ya - . -, Ys) einer Gleichung k(Ka— DB?) = y(y,, ..., y) und einem System linearer 
Kongruenzen zwischen den y, und 5b andererseits. Hierbei bedeuten: k eine Konstante, 
v eine bestimmte quadratische Form mit ganzen Koeffizienten und X=F(b,,b,,.. .,b,) 
+ 0 die zu f adjungierte Form. Für den Fall, daß f positiv definit ist, wird ein Weg zu 
hinreichenden Bedingungen für die Lösung von (1) angegeben. Die speziellen Glei- 


chungen o=Hd+..+2 b=u + (2) 
werden weiter im einzelnen behandelt und zum Teil notwendige und hinreichende 


Bedingungen für ihre Lösbarkeit angegeben. Insbesondere wird für den Fall s>8 
ein Verfahren entwickelt, um alle ganzzahligen Wertepaare (a, b) zu bestimmen, welche 


eine Lösung von (2) in ganzen Zahlen x, zulassen. Neß (Kiel). 
Landau, Edmund: Neuer Beweis eines Minkowskischen Satzes. J. f. Math. 165, 
1-3 (1931). 


Alle Zahlen der Arbeit sind reell, ö—ß$y=-+1. Es handelt sich um den 
Minkowskischen Satz, der in den drei gleichbedeutenden Fassungen ausgesprochen 
werden kann: 1. Für beliebige x, A gibt es ganze x,y mit 

ae +ßy+rye+öy+h)|=t. 
2. Für beliebige u,» gibt es ganze x, y mit 
ee +) +BW+) hat) +öy+r)|=t. 
3. Für beliebige u,» gibt es x, y mit 
c=u, yzr(mod.l), | +Py)Yye+öy)|=t. 
Das wesentliche Hilfsmittel zum Beweise ist der Hilfssatz: Es gibt ganze x, y 
+0, 0 mit |(ax + Py)(ye+ öy)|=}. Bessel-Hagen (Bonn). 

Morimoto, Seigo: Beweise einiger Sätze in der Kettenbruchstheorie durch die 

Humbertsche geometrische Darstellung. Jap. J. Math. 7, 305—313 (1931). 


L’auteur &tablit les r&sultats suivants. 1°. Etant donnee une irrationnelle quel- 
conque &, il existe toujours une infinit6 de fractions rationnelles {z,/yn} avec 


h 1 ; Kr } 
2 ip (r=1,2,...) (Hurwitz). 2°. Une irrationnelle & peut £tre 
approximde par des fractions rationelles {x,/y,} de telle maniere que|& — se | 


1 
= Var (n=1,2,...), sauf le cas oü & est equivalente modulairement & e al 
(Hurwitz). (Ce cas exceptionel n’est pas cite explicitement dans le travail de M. per 
moto.) D’ailleurs, on trouve les sie {on/ un} de 1° et 2° parmi les reduites (p,/gn) 


Alan); + -.., Comme gen£ralisation l’auteur 
1a E 


|aı 2 
considere l’approximation de & par Be fractiong Pr=ı Bid 7 Pa-s plq + Pa-: | 
In-ı P/L + In-3 


de la fraction continue (*) & = a, + — 


3°, Sı la fraction 
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»’/g' fournit la meilleure approximation de & (e a.d. &-% <a -2| 


chaque fois ou qg < d), alors p’/q’ est une des r&duites de hr ou bien une de ses frac- 
lan 


tions convergents intermediaires: ar =%+t Es +: BEER = rn a (d,-= &,)y.et 
n-i1 N 
in 1 
dans ce dernier cas: «a, en 52 ‚ oud, -% { eh ee em as, 
= ru ru +. fe a) (H. J. 8. Smith). 4°. Enfin il etablit les criteres 
n+1 n—1 


de Legendre pour que Ei soit une reduite ou une fraction convergente in- 
termediaire de (*). Pour la demonstration l’auteur fait usage de la belle methode 
geometrique de G. Humbert [J. de Math., VII. ser. 9, 105 (1916)], indiquee pour la 
premiere fois par St. Smith. Partons de la division modulaire du demi-plan 
z=x+iy(y=0) en domaines curvilignes B(a, b,c) de sommets a,b, c, dont les 
cötes sont des arcs de cercle normaux 0X, B (0, 1, oo) etant le domaine fondamental. 
Puis associons avec chaque nombre rationnel p/q [(p, g) = 1] le cercle S(p/g, A) de 
rayon 1/Ag?, tangent &0X au point p/q [S (oo, A) etant la droite y = 4/2]. Tragons 
la demidroite. L(x):2=& (& irrationnelle) et observons — c’est le point principal — 
que: 1°. Si L(&) entre dans le domaine B (a, b, c), alors a, b, c sont des reduites ou des 


fractions convergentes intermediaires de (*); 2°. Si L (&) coupe les cötes abet ae BD 
a est une des reduites de (*); 3°. Si L(&) traverse S(p/g, A), alors “ _ 2| = : 


Or, pour ce que dernier cas ait lieu on doit limiter convenablement A, d’oü les resul- 
tats cites (& l’aide de certaines substitutions modulaires). On les a obtenues, remarquons 
avec l’auteur, & l’aide des considerations arithmetiques, aussi moyennant la methode 
geometrique de Klein, et le resultat 1° moyennant la m&me methode de G. Humbert. 


J. Shohat (Philadelphia). 


Perron, Oskar: Über die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des 
Körpers K(i). I. Mitt. Math. Annalen 105, 160-164 (1931). 

Der Verf. zeigt folgenden Hilfssatz: „Ist a eine komplexe Zahl, so gibt es 
zu jeder komplexen Zahl z, eine weitere komplexe Zahl 2 = z, [mod (1, :)] 
mit |]2— a?®<-% + |al?. Das Gleichheitszeichen steht nur in den beiden 
Fällena=$, z,=vi2 unda=-—4#, z, = 4.“ Der Beweis benutzt zwei elementare 
Identitäten und geht davon aus, daß zu jeder Zahl z, eineZahl z=x-+ yi = z, [mod (1, :)] 


mit + <y<s3tund 4 <r—y4— y=}% existiert. Es ergibt sich für R(a)>0, 
daß eine der drei so bestimmten Zahlen 2, z2-+ 1, z— 1 bereits die Behauptung des 
Hilfssatzes erfüllt; der Fall R(a) < 0 wird hierauf zurückgeführt. — In einer früheren 
Arbeit gleichen Titels (Math. Ann. 103, 533—544) benutzte der Verf, einen ähnlichen 
Satz über Cassinische Kurven, dessen Beweis mehr Rechnungen erforderte, um 
Schranken für die Approximation komplexer Zahlen durch komplexe rationale 
Zahlen zu gewinnen. Er zeigt, daß man statt dessen den vorigen Hilfssatz ver- 
wenden kann. Kurt Mahler (Göttingen). 


@ Hardy, G. H.: Trois probl&mes ceelöbres de la theorie des nombres. La partition des 
nombres. Le problöme de Waring. Le probl&me de Goldbach. Resumö& des travaux de 
Hardy, Hilbert, Kempner, Landau, Littlewood et Wieferich. Etat actuel de ces trois 
questions. Traduit de l’anglais par A. Sallin. Paris: Presses univ. de France 1931. 
32 8. Fres. 12.—. 

Dieser Hardysche Vortrag gibt eine leichtverständliche Übersicht über die 
folgenden 3 Probleme der additiven Zahlentheorie: 1. Die Frage nach der Anzahl 
der Darstellungen einer natürlichen Zahl n als Summe von natürlichen Zahlen, 
wobei zwei Darstellungen, die sich nur in der Reihenfolge der Summanden unter- 
scheiden, als gleich anzusehen sind. 2. Das Waringsche Problem. 3. Das Gold- 
bachsche Problem. In diesen 3 Fällen wird die analytische Methode des Potenzreihen- 
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ansatzes erläutert, die von Hardy-Ramanujan und Hardy-Littlewood in ihren 
Arbeiten erstmalig auf diese Probleme angewandt worden ist. Auch die älteren Resul- 
tate beim Waringschen Problem, die von den übrigen im Titel genannten Autoren 
stammen, werden skizziert. Besonders ausführlich wird der Fall der Zerlegung in 
Kuben behandelt, der auch durch mehrere numerische Tabellen illustriert wird. In 
einem Anhang hat der Übersetzer die wichtigsten Arbeiten der letzten 10 Jahre auf 
dem Gebiet der additiven Zahlentheorie kurz referiert. H. Heilbronn (Göttingen). 

Corput, J. 6. van der: Konstruktion der Minimalbasis für spezielle Diophantische 
Systeme von linear-homogenen Gleichungen und Ungleiehungen. Proc. roy. Acad. 
Amsterd. 34, 515—523 (1931). 

Fortsetzung einer in dies. Zbl. 1, 201, 390, 391 referierten Arbeit. Satz1. Ist 
(0,0,...,0) die einzige ganzzahlige Lösung von $,, so ist die Minimal- 
basis M($) von S die Menge der ganzzahligen Lösungen z=# (0,0,...,0) 
von S, wofür kein Gitterpunkt & #z und #(0,0,...,0) existiert mit 


hO)=0 =1,2,9..4)); 0=9,(8) < g,(®) a 
Satz 2. Ist (0,0,...,0) die einzige ganzzahlige Lösung von S, und geht 
‚m 
S durch eine ganzzahlige unimod. Transf. T were 67.50. Inden 
z=1 


System © Hertel, 2.2. reelle. nr) Uber, dam 
verwandelt sich M(8) durch T in die Minimalbasis M(%)) von D. Mit 
Hilfe von 1 und 2 konstruiert Verf. die Minimalbasis M ($) des sehr speziellen 
Systems 8 ac+by>0, cc +d>0 [ab,c,d ganz, ad— be +0, (a,b)=1, 
(s,d) =1]. Sind u, v ganz mit av— bu—=1, dann wirddazug =ad— be, p = ud — ve 
gesetzt und p/q wird eindeutig dargestellt durch den Kettenbruch 


p 2 1 
Pe ur RS ‚tal 0; 
gr Fon 193 | 9x-ı er 
p I A| 1 | 
—— — 1 ..—_ fall 0 
a Ta, FT 
(91 ganz; 95 99 -- +, 9x-ı alle ganz =>2). Sind P,/Q.(®=1, 2,..., k—1) die 


so erhaltenen Näherungsbrüche von pa (9 =09, P=L| für ga>0, A, =-—IJI, 
für g< 0), so gilt: M(S$) besteht aus den k Punkten 

(—bP,+ 00; aP,— uQ,) 01.2... Kk—l). 
Verf. schließt mit einigen numerischen Beispielen. J. F. Koksma (Göttingen). 

Carlitz, Leonard: A problem in additive arithmetie. Quart. J. Math., Oxford ser. 
2, 97—106. (1931). 

Verf. untersucht das folgende Problem der additiven Zahlentheorie: Es sei &(n) eine 
zahlentheoretische Funktion der natürlichen Zahl rn, die den folgenden Bedingungen genügt: 
(mn) =«(m)oa(n) für teilerfremde m und n; a(n)=O(nd); a(p)=1-+0(p"}*°), 
wo & > 0 beliebig und p eine Primzahl ist. Es sei »> 3 ganz, R,(n) =D“ (n,) &(n,)... &(n,), 
wo über alle n,,...,, summiert wird, die der Bedingung n, + --- +n, =n genügen. Be- 


hauptet wird: 
1 


R, (n) ML 


D’n’” 9 
N re VIE TE 
& yım <An 3 


en m ..), 


S(n) in ziemlich komplizierter Weise von n, » und & abhängt und A eine nur von z, v und 
& abhängige Konstante ist. Verf. hat übersehen, daß für gewisse (nicht positive) Werte von 
&(n) die Formel für R,(n) sinnlos wird, da alsdann b’S(n) die Gestalt 0/0 hat. Ähnliches 
gilt für andere Formeln. Der Beweis stützt sich auf die Methode, die Hardy-Littlewood | 
zur Behandlung des Goldbachschen Problems benutzt haben, doch werden keinerlei Voraus- ! 
setzungen über die Nullstellen der L-Reihen benötigt. Verf. gibt 2 Anwendungen seines Satzes | 


D 


an, erstens die Formel von Evelyn und Linfoot für die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl | | 


vi 
If 
| 1 
) 
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in » quadratfreie Summanden und den Fall «(n) = o,(n)/n’, wo o,(n) die Summe über die 
r-ten Potenzen der Teiler von n bezeichnet; es ergibt sich für r>4 


Per) ,_WMTt  o4nw-ı(R) 
BI WE meter" 
Hans Heilbronn (Göttingen). 
Evelyn, €. 3. A., and E. H. Linfoot: On a problem in the additive theory of numbers. 
(Fourth paper.) Ann. of Math., II. s. 32, 261—270 (1931). 
$1. Für ganzes N>2 durchlaufe M alle natürlichen Zahlen, die durch kein p 
(N te Primzahlpotenz) teilbar sind, kurz en alle Zahlen N ter Klasse. Es werde 


a rel Ka) 


gesetzt. Die Verfasser schätzen R(x) nach oben und unten ab. Sie finden . 
R(x) = O(xl!N e=«N "®?(logz log loga)ıl?) (& >0 absolute Konstante), (1) 
R(a) = 2a), (2) 
(1) stützt sich auf eine von Landau gegebene Abschätzung für Da an) (u Möbiussche 


Funktion), die ihrerseits dem Littlewoodschen Restgliede En, Primzahlsatz ent- 
spricht. (2) wird aus Sätzen von Bohr-Landau und Hardy-Littlewood über die Null- 
stellenverteilung von £(s) im kritischen Streifen gefolgert. Man könnte statt dessen 
einen älteren Satz Grams heranziehen, demzufolge die Nullstelle mit kleinstem t>0 
auf o=} liegt; auch eine Verknüpfung des Bohr-Landauschen Satzes mit dem 
v. Mangoldtschen, die Evelyn-Linfoot zum Beweise der schwächeren Abschätzung 


1 
R(«) = ole a) 
vornehmen, ist für (2) brauchbar. $ 2. In ihrer ersten gleichnamigen Abhandlung 
haben die Verfasser mit dem bekannten analytischen Verfahren der additiven Zahlen- 
theorie (Fareyzerschneidung, singuläre Reihe) die Darstellungsanzahl »,(n) einer natür- 
lichen Zahl n als Summe von s Zahlen der Nten Klasse für s> 3 untersucht und 


= nr ll mE le (+ En) Holm‘ eat) 


po" |n 
gefunden. Sie sind a in der Lage, durch eine kleine Abänderung des dama- 
ligen Beweises (neue Wahl der Fareyschwelle, der kleinen und großen Bögen), das 
Restglied in (3) durch das für s>N + 3 bessere 


2 
5 u em e 
zu ersetzen. $3. Schließlich werden einige mit der Potenzreihe /(& Ta (2) <1) 


zusammenhängende EDER: bewiesen. Die RR a An 


2(N) up IJ»- 11 a (4) 
ne ne 2) 6) 


In (4) und (5) durchläuft M’ alle "Zohlen der N 24 en Klasse, p die zugehörigen 
Primteiler, 0 die zugehörigen primitiven Einheitswurzeln. (4) läßt sich dahin deuten, 
daß die Funktion f(x) die Summe aller ihrer singulären Bestandteile in den ratio- 
nalen Punkten o des Einheitskreises ist. A. Walfisz (Radose, Polen). 

Heilbronn, Hans: Über die Verteilung der Primzahlen in Polynomen. Math. Annalen 
104, 794799 (1931). 

Es sei f(x) ein ganzwertiges Polynom; P(£) bezeichne die Anzahl der Primzahlen 
in der Folge f(1), /(2), - - -, /(L&]). Verf. beweist den Satz 


P(£) = O(£/log£) 
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(die O-Konstante hängt von / ab), wodurch er die von Nagell herrührende Abschätzung 
P(£)=o(£) verschärft. Die Beweismethode ist elementar, nämlich das Merlin- 
Brunsche Siebverfahren in der von Schnirelmann verfeinerten Form (vgl. die Dar- 
stellung von Landau, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-phys. Kl. 1930, 255—276). 
An Stelle der dabei nötigen Ungleichungen aus der Tschebyscheffschen Primzahl- 
theorie tritt beim vorliegenden Problem ein Nagell-Rademacherscher Satz, nach 
welchem, falls f(x) irreduzibel ist und keinen festen Primteiler hat, ferner n den Grad 
von f(x) und v(p) die Lösungszahl der Kongruenz f(x) = 0 (mod. p) bezeichnet 
(p Primzahl), das Produkt II kn, m) die Größenordnung 1/logn hat. 
n<p=n 5 Kalmar (Szeged). 
Paley, R. E. A. C.: On the k-analogues of some theorems in the theory of the Rie- 


mann Z-funetion. Proc. Lond. math. Soc., II. s. 82, 273—311 (1931). 
Verf. beweist zunächst eine Art Funktichälgleieiiee für die Funktion L(s, 4; x) 


= Zt (n)e”*®n°, wo y ein eigentlicher Restcharakter modk, s=o +it,o<1,2>0. 
n=1 
Sie lautet: Jar 
s) 1 e 0 4 Ta-ı 
U 1) =) a x(n) TE De ee > 
PT n Ar 1 — 
27 27 


je nachdem, ob x(—-1) = +1; ö(x) bezeichnet eine nur vom Charakter y abhängige Kon- 
stante des Betrages 1. Verf. an sich dann der Frage zu, wie gut die Funktion L(s, x) 


—L(s,4;0) durch den Abschnitt > x(n) n-® ihrer Dirichletreihe approximiert wird. Hier 


n=1l 
findet er im Falle A= 0 (k) durch einfache Überlegungen auf Grund der obigen Funktional- 
gleichung eine in k gleichmäßige ne 
Al den ol ) 


L(s 7) = Frl) nn 


der Fall A=0(k) erfordert zunächst den Ba einer zu der obigen analogen Funktional- 
gleichung für die Funktion 


rin Em) en rznn"— L.(8738%) 


wo m eine feste ganze Zahl en Diese führt dann im Falle eines beliebigen ganzen A 
zu der Abschätzung Zi { 0 ) VE 
L(s. x) = Fra Zu Hol E). 


Es folgt nun eine Abschätzung des Ausdruckes ‚2 |Z(s, x) — > x(n)n”°|? nach unten, und auf 


(c>0) 


diese stützt sich dann der Beweis der beiden Clichungen 
2126 x) & = hL(2o,x,) +4(s) = + O(kl-e+s) 
FX 


füro>4,2>0,s+1l,h=gpk(k), 


h?logk AM? lo h2 

> + ED Tr Aa + ot 
Fr p/k 

füro=4#, &>0. Dabei ist links über die sämtlichen vom Hauptcharakter y, verschiedenen 

Restcharaktere y mod%k zu summieren, A (s) hängt allein von s ab und die O-Glieder sind 


gleichmäßig in k gemeint. Zum Beweise dieser Formeln betrachtet Verf. die zahlentheoretische 


F 
Auktion 0 für (k,mn) #1 
(nm) = x(n)ä(m) =!h—1 für (k,mn) = 1, klin — m) 
um — 1 für (k,mn) =1, kl(n — m) 
welehe in der „Dirichletreihe“ > Zorn, m )n’m”* für ‚ir x)|? auftreten. Setzt man 
va BE 
22 >35 a, u) = ®(n, m), so erhält En ie partieller ISamalien eine Darstellung 
SL 2)? = & Din, mn m=, o>0. 


TI 
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Diese unendliche Summe wird nun in 4 Teilsummen zerlegt, indem man jede der Summa- 
tionen über n und m bei k unterteilt; eine ausführliche Untersuchung, bei der die arithme- 
tischen Eigenschaften der Funktion &(n, m) eine entscheidende Rolle spielen, ergibt den Be- 
weis der gewünschten Formeln. Ähnlich beweist der Verf., daß 


—: 9 IX02) 22: (m) (demien-2e 


für k> 00, 0 >14; d(n) ist die ah der beieivenn Teiler von n. Petersson (Hamburg). 
Hasse, Helmut, und Zyoiti Suetuna: Ein allgemeines Teilerproblem der Idealtheorie. 


J. of Fac. Sci. Univ. Tokyo I 2, 133—154 (1931). 

Ist 2 ein algebraischer Zahlkörper vom Grade ? (! nicht notwendig Primzahl), X ein 
Oberkörper vom Relativgrad m über Q, k>2 eine natürliche Zahl, so bezeichnen die Verff. 
mit T,(n) die Anzahl der Darstellungen des ganzen Ideals n aus 2 als Produkt von k ganzen 
Idealen R,, 1<i=k aus K. Es läßt sich leicht zeigen, daß die Dirichletreihe 


n 
wo n alle ganzen Ideale aus 2 durchläuft, für o ="'Res>1-+ 6, ö > 0 gleichmäßig absolut 
konvergiert und dort die absolut konvergente Produktentwicklung 


269) -] [+ yo + +), Pc 
» 


N(p N (p)?* 


besitzt. Zur Erforschung der genaueren Natur dieser interessanten Funktion wird die 
Galoissche Gruppe ® des durch K erzeugten Galoisschen Oberkörpers K* über 2 in ihrer 
Darstellung als transitive Permutationsgruppe in m Ziffern herangezogen. Bezeichnet 
6=(0,+0z;,+ -- +0, die Zerlegung von © in Klassen konjugierter Elemente und z, die 
Anzahl der Zykeln der Elemente von O,, so erhält man 7',(p,) = k% für jedes Primideal p,, 
das im Sinne von Frobenius-Artin der Klasse C, zugeordnet ist. re nn zunächst 


T.(p;) , Tr(p}) 
Z,(s) = (1 el 4 . -) = D,(s ( 
ir II Fr tet “ll ne 
mit einem ®,(s), welches im Gebiet o >% durch eine absolut korremehte Dirichletreihe wieder- 


gegeben wird. Führt man jetzt die einfachen Charaktere xı X3> --. , x, der wie oben dargestellten 
Gruppe ® und die Artinschen L-Reihen L(s;y;) ein, so ergibt sich weiter eine Darstellung 


2,6) = 5*(s) exp Er > 4(05')logL(s; x;) | 
1 


hier ist 8f(s) rechts von o =} in eine absolut konvergente Dirichletreihe entwickelbar. 
Damit läßt sich dann Z(s) durch die Artinschen ZL-Reihen in der Gestalt 


Z(s) = ®(8) exp | > t,logL(s; 2) = ©(s) Z*(s) 
a! 


ausdrücken, wo in leichtverständlicher Bezeichnung 7; = 1/9 I%®9x,($ 1). Von diesen Zahlen 
t, wird im folgenden gezeigt, daß sie ganz rational und nicht negativ sind; es wird nämlich fest- 
gestellt, daß z, gerade angibt, wie oft die dem Charakter x; entsprechende irreduzible Dar- 
stellung I, von G in einer gewissen Darstellung von & als Permutationsgruppe in k” Ziffern 


r 
enthalten ist. Nun ergibt sich erstens, daß Z*(s) = // L(s; x,;)"; und zweitens zeigt der Beweis 
c 


=1 
dieser Tatsache, daß jede dieser Artinschen L-Reihen mit der Dedekindschen Zetafunktion 
eines gewissen Zwischenkörpers zwischen 2 und X übereinstimmt, so daß Z*(s) mit dem 
Produkt Dedekindscher Zetafunktionen gewisser Körper zwischen 'Q und K* identisch ist. 
Die Anwendung eines Gitterpunkttheorems von Landau ergibt jetzt als Hauptsatz eine 
asymptotische Entwicklung 


DI Tın) = z(a,loga Ic +a,logı 2 +. +a,_,) + Olat#logünte) 
N (n)= x mit einem festen # > 0 und konstanten a, @,...,@,,_ı: Petersson (Hamburg). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Whyburn, G. T.: Non-separated euttings of conneeted point sets. Trans. amer,: 
math. Soc. 33, 444—454 (1931). 

Es sei M ein zusammenhängender, separabler, metrischer Raum. Eine Teilmenge 
X von M heißt Zerschneidungsmenge (cutting), wenn M — X nicht zusammenhängend, 
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also Summe von 2 fremden, relativ abgeschlossenen Mengen M, und M, ist. Zwei 
Punkte oder Teilmengen A und B von M heißen durch X getrennt, wenn M, und M, 
so gewählt werden können, daß A CM, und BCM, gilt; eine Menge N heißt durch 
X zerschnitten, wenn bei geeigneter Wahl von M, und M, gilt MN #0 + M;N. 
Mit @ sei ein System von paarweise fremden Zerschneidungsmengen bezeichnet, von 
denen keine irgendeine andere Menge von @ zerschneidet. Ist P eine Teilmenge von 
M, so versteht der Verf. unter der „potentiellen“ Ordnung von P (bezüglich @) die 
kleinste Kardinalzahl &, für welche gilt: P ist Durchschnitt einer monoton fallenden 
Folge von abgeschlossenen Umgebungen U,;, so daß jede Begrenzung F(U,;) Teilmenge 
einer Summe von & Mengen des Systems @ ist. Der Verf. beweist den Satz, daß, wenn 
@ überabzählbar ist, höchstens abzählbar viele Elemente von @ eine potentielle Ord- 
nung > 2 bezüglich @ haben. Besteht @ nur aus Punkten, so fällt die potentielle Ord- 
nung bezüglich @ mit der’ Menger-Urysonschen Ordnung zusammen, und es folgen 
dann aus dem Satze eine Reihe wichtiger Sätze, die bisher nur gesondert bewiesen 
wurden. Weiter wird mit Hilfe des Satzes gezeigt, daß jedes im kleinen zusammen- 
hängende Kontinuum eindeutig und stetig auf einen Baum (im kleinen zusammen- 
hängendes Kontinuum ohne topologischen Teilkreis) abgebildet werden kann. 
Nöbeling (Wien). 

Whyburn, G. T.: On the eyclie conneectivity theorem. Bull. amer. math. Soc. 37, 
429433 (1931). 

Diese Arbeit enthält einen neuen, einfachen Beweis des bekannten Satzes, daß 
ein im kleinen zusammenhängendes Kontinuum, das von keinem einzelnen Punkt 
zerlegt wird, das topologische Bild eines Kreises enthält. Der Beweis gründet sich auf 
eine von Kuratowski und Whyburn gegebene Begründung des ‚„cyclic element 
theory“. van Kampen (Baltimore). 


Whyburn, 6. T.: Concerning continuous images of the interval. Amer. J. Math. 
53, 670—674 (1931). 

Auf dem Kongreß von Bologna (1928) trug H. Hahn einen neuen kurzen Beweis 
für den bekannten Satz vor, daß jedes (metrische) im kleinen zusammenhängende 
Kontinuum K ein eindeutiges, stetiges Bild der Strecke ist und umgekehrt (Hahn- 
Mazurkiewicz). Diesen Beweis vereinfacht der Verf. wesentlich, indem er die Me- 
thoden, die Hahn zum Beweise eines Hilfssatzes verwendet, zu einem Beweise des 
ganzen Satzes verdichtet. Es ist dies der kürzeste, bis heute bekannte Beweis des obigen 
Satzes. Nöbeling (Wien). 


Swingle, P. M.: A certain type of eontinuous eurve and related point sets. Trans, 
amer. math. Soc. 33, 544—556 (1931). 
* Ein Kontinuum heißt erblich (oder perfekt) im kleinen zusammenhängend, wenn 
jedes echte oder unechte Teilkontinuum im kleinen zusammenhängend ist, Der Verf. 
zeigt, daß (in der Ebene) der lokale Zusammenhang dann und nur dann erblich ist, 
wenn für je 2 Punkte a und b einer beliebigen zusammenhängenden Teilmenge N der 


Durchschnitt von N mit der Summe aller «a und b verbindenden Teilbogen von N nicht 
leer und zusammenhängend ist. Ist M eine beliebige Teilmenge des euklidischen 
E„, A, Bein Paar abgeschlossener fremder Teilmengen von M und m eine natürliche 
Zahl, so zeigt der Verf., daß stets eine (und nur eine) der beiden folgenden Behauptungen 
richtig ist; 1. es gibt m Teilbogen von M, welche A und B verbinden; 2. es existiert 
eine (m — 1)-punktige Teilmenge von M, die mit jedem A und B verbindenden Teil- 
bogen von M einen nichtleeren Durchschnitt hat. Nöbeling (Wien). 


Swingle, P.M.:' Generalizations of biconneeted sets. Amer. J. Math. 53, 385 bis | 


400 (1931). 
In der Einleitung bringt der Verf. seine Untersuchungen in Zusammenhang mit, 


Zeno, Hume, Kant, Knaster und Kuratowski, sowie J.R. Kline und R.L. ! 
Wilder, indem er sie als einen Beitrag zum Problem der unendlichen Teilbarkeit des |} 
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Raumes auffaßt. Im 1. Abschnitt folgen die für diese Arbeit grundlegenden Defini- 


tionen der Begriffe ‚„‚n-divisible‘‘ und „‚n-containing‘“. Wenn n irgend eine Kardinalzahl 


ist, so heißt eine zusammenhängende Punktmenge n-divisible bzw. n-containing, wenn 
sie sich in » und nicht mehr zueinander fremde zusammenhängende Teilmengen zerlegen 
läßt, bzw. wenn sie » und nicht mehr zueinander fremde zusammenhängende Teilmengen 
enthält. Dabei werden unter den zusammenhängenden Mengen nur mehrpunktige 
Mengen zugelassen. Verf. beweist sodann, daß im Falle eines endlichen n die beiden 
soeben eingeführten Begriffe äquivalent sind (‚eine Menge ist dann und nur dann 
„n-divisible‘‘, wenn sie „n-containing“ ist“). Von den n-divisiblen Mengen wird ferner 
bewiesen, daß, falls » endlich ist, eine solche Menge stets zu den sog. „punktartigen“ 
Mengen (,ensembles punctiformes‘ nach der Terminologie der „Fundamenta‘) gehört 
und Summe von n bikonnekten Mengen (im Sinne von Knaster und Kuratowsk) 
ist; sie enthält ferner höchstens 2n—1 Punkte, von denen jeder einzelne die Menge zer- 
legt. Im 2. Abschnitt wird der Begriff einer „k-konvergenten“ (,k-convergable‘‘) 
Menge eingeführt (dabei ist %k eine Ordinalzahl). Verf. nennt eine zusammenhängende 
Menge W k-konvergent, falls es eine mit W = W, beginnende abnehmende Folge zu- 
sammenhängender Mengen W,,W3,..., Wi,..., Wx gibt derart, daB W,— W,;,ı 
zusammenhängend ist, während bei jeder Wahl der zusammenhängenden Teilmenge © 
von W die Menge W,— Ü zusammenhanglos ist. Es wird u. a. bewiesen, daß, wenn & 
eine natürliche Zahl ist, jede %-divisible Menge auch k-konvergent ist. Es folgen noch 
2 Abschnitte, in denen weitere Sätze bewiesen werden, die sich auf k-divisible bzw. 
k-konvergente Mengen beziehen. P. Alexandroff (Moskau). 


Haupt, Otto: Über Kontinua von beschränkter Ordnung. Sitzgsber. math.-natur- 
wiss. Abt. bayer. Akad. Wiss. München H.1, 49—61 (1931). 

Diese Arbeit enthält einige Anmerkungen zu einer Arbeit gleichen Titels von 
A. Marchaud, Acta math. 55, 67ff. (1930). Diese Anmerkungen sind hauptsächlich 
Weiterführungen einiger Sätze oder Vermutungen von A. Marchaud. So beweist der 
Verf. den Satz: Liegen auf dem überall bis auf eine nirgends dichte Menge von Punkten 
differenzierbaren Bogen B in dem n-dimensionalen euklidischen Raume R, die Punkte 
unendlicher Ordnung nirgends dicht, so ändert sich die Tangente von B stetig — aus- 
genommen höchstens eine auf ® nirgends dichte Punktmenge, Den Satz, daß jeder 
Bogen 2ter Ordnung im Rt, konvex ist, verallgemeinert der Verf, auf folgende Weise: 
Jeder beschränkte Bogen ®, nter Ordnung im NR, liegt vollständig auf der Begrenzung 
seiner konvexen Hülle, wenn B keine Teilbogen enthält, welche in einer Hyperebene 
liegen, Ist B,z ein beschränkter Bogen 2kter Ordnung im R,(2<n= 2k), so ist jeder 
abgeschlossene Teilbogen, der ganz im Innern der konvexen Hülle von 85; liegt, ein 
Bogen von höchstens 2k—1ter Ordnung. Unter der (beschränkten) zyklischen bzw. 
linearen Ordnung eines Kontinuums $ versteht man die Maximalzahl der Schnittpunkte 
eines Kreises bzw. einer Geraden mit $. Es gibt bekanntlich einfache Bögen von 
unendlicher zyklischer und beschränkter linearer Ordnung. Der Verf. gibt einen ein- 
fachen Bogen an, der von endlicher zyklischer und unendlicher linearer Ordnung ist, 


S2. Nagy (Szeged). 


Menger, Karl: Eine neue Kennzeichnung der Geraden. Anz. Akad. Wiss. Wien, 
Math.-naturwiss. Kl. Nr 14, 103—105 (1931). 

R sei.ein metrischer Raum. Der Punkt z liegt zwischen z und y, wenn x, y, 2 
paarweise verschieden sind und 22 +2y=xy ist. R heißt konvex bzw. nach außen 
konvex, wenn es zu je zwei Punkten x und y einen Punkt 2 bzw. zwei Punkte 2 und 2’ 
gibt, so daß z zwischen x und y bzw. x zwischen z und %, % zwischen x und 2’ liegt. 
Ist jeder mindestens (k + 2)-punktige Raum R’, von dem je k Punkte mit k Punkten 
aus R kongruent sind, auch im ganzen mit einer Teilmenge von R kongruent, so hat, 
R „fast die Kongruenzordnung %k“. Nach einem fundamentalen Satz des Verf. hat 
der euklidische R,„ fast die Kongruenzordnung n +2, also die Gerade fast die 


2% 
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Kongruenzordnung 3. Verf. zeigt nun, daß die Gerade der einzige vollständige, konvexe 
und nach außen konvexe Raum ist, der fast die Kongruenzordnung 3 besitzt, und wirft 
u.a. die Frage auf, ob der analoge Satz für allgemeines n gilt. Nöbeling (Wien). 

Menger, Karl: Bericht über ein mathematisches Kolloquium 1929/30. Mh. £. 
Math. 38, 17—38 (1931). 

Ein Bericht über Vorträge, Bemerkungen, Probleme und Vermutungen, die sich 
bis auf wenige Ausnahmen auf die Mengenlehre (einschließlich der mengentheoreti- 
schen Topologie, der Maß- und Kurventheorie) beziehen und von Menger, Nöbeling, 
Whyburn, Beer, Hornich, v. Neumann, Tarski, Knaster u.a. herrühren. 

P. Alexandroff (Moskau). 

Sierpinski, W.: Sur une propriet& des limites d’ensembles. C. r. Acad. Sci. Paris 
192, 1625—1627 (1931). 

Ein System ® von Mengen M heißt nach Hausdorff (Mengenlehre 2. Aufl. 77) 
ein Ring, wenn Summe und Durchschnitt von zwei Mengen des Systems wieder dem 
System angehören. Die Summen aus beliebigen Folgen von Mengen M bilden ein 
Mengensystem ®,; die Durchschnitte aus Folgen von Mengen M bilden ein Mengen- 
system D;; schließlich sei ®, das System aller Mengen, die Limites konvergenter Mengen- 
folgen aus ® sind. Sierpinski beweist den interessanten Satz: ist ® ein Ring, so ist 
D,—= D,5* Dis. Otto Szdsz (Frankfurt a. Main). 

Ridder, J.: Sur deux elasses de fonetions, introduites par M. Denjoy. Nieuw Arch. 
Wiskde 17, 33—50 (1931). 

L’auteur s’occupe des fonctions & variation reductible sur tout ensemble parfait 
et des fonctions & variation reductible autour de tout ensemble parfait, introduites par 
M.A.Denjoy, en les definissant d’une maniere analogue mais en supprimant la 
condition de continuite. Il demontre que l’on obtient les m&mes fonctions, si dans 
l’Enonce de leurs definitions on ne parle que des ensembles parfaits de mesure nulle, 
ce qui peut &tre trouv& d’ailleurs M. A. Denjoy [Ann. Ec. Norm. Sup. 33, 160 (1916)] 
quoique pour les fonctions continues. La notion des «fonctions absolument continues 
au sens gen£ralisee», des fonctions «r&solubles» ainsi que celle des fonctions «complete- 
ment resolubles» qui font l’objet du m&moir de l’auteur, ne different que tr&s peu des 
notions connues des fonctions absolument continues gen£ralisees (A C'@) et des fonctions 
absolument continues generalisees au sens restreint (A 0’ @*), considerees p. ex. dans 
le travail de M. 8. Saks: Sur l’integrale de M. Denjoy. Fund. Math. 15, 1930. 
Les theor&mes qui suivent et qui concernent les deux totalisations et les nombres deri- 
vees ne sont que des consequences immediates des theor&mes plus generaux se trouvant 
dans l’excellent livre de M. S. Saks: Zarys teorji calki (Legons sur la theorie 
d’integration, en polonais), Warszawa 1930. Chap. 8, 9 et 10. 

O. Nikodym (Varsovie). 

Kempisty, Stefan: Sur P’integrale (A) de M. Denjoy. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 
1186—1189 (1931). 

En corrigeant ces propres communications pr&cedentes [C. r. Acad. Sci. Paris 185, 
749 (1927)], oü etait &nonce un theoreme plus generale (encore non demontre), l’ auteur 
prouve qu’une fonction integrable (A) et non negative est toujours sommable. 

A. Kolmogoroff (Moskau). 

Burkill, 3. C., and U. S. Haslam-Jones: The derivates and approximate derivates of 
measurable funetions. Proc. Lond. math. Soc., II. s. 32, 346—355 (1931). 

Der bekannte, von Denjoy für stetige, und von Mrs Young für meßbare endlich- 
wertige Funktionen bewiesene Satz über die extremen Derivierten hat eine Ergänzung 
gefunden in einem Satz, der u. a. den Begriff der approximativen Ableitung benutzt 
und von Denjoy [Ann. Ee. Norm. (3) 33, 181, 182; 208, 209 (1916)] für stetige und von 
Khintchine [Rec. math. Soc. Moscou 31, 265—285 (1922/24) (russ.); Fund. math. 9, 
212, 213 (1927)] für meßbare Funktionen bewiesen wurde. Für den Fall stetiger Funk- 
tionen gab Besicovitch [Bull. Ac. d. Sc. de Russie 1925, 97—122; 527—540) neue 
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Beweise beider Sätze. In der hier vorliegenden Arbeit findet man, unter Anwendung 
des neueingeführten Begriffes der extremen approximativen Derivierten, eine ver- 
einfachte Darstellung des Beweisverfahrens von Besicovitch, ausgedehnt auf meß- 
bare endlichwertige Funktionen. J. Ridder (Groningen). 


Menchoff, D.: Sur les difförentielles totales des fonetions univalentes. Math. Annalen 
105, 75—85 (1931). 

Definitions: a) Une fonction f(z) d’une variable complexe possede en un point 
donne z= x + iy une differentielle totale de Stolz, lorsqu’en ce point les derivees 
partielles O/(z)/dx et Of(z2)/öy existent et verifient la relation: 


fz +42) — fe) = EN 1 + ur + e(Az, Ay) - Az, 
Az=Ax+idy et lim e(dz,Ay)=0; 
Ad4z>0 


4y>0 


b) La fonction continue /(z) est univalente dans un domaine D, si elle effectue une 
correspondance biunivoque et bicontinue entre les points du domaine D et d’un autre 
domaine Q2 situ dans le plan de la variable w = f(z); c) Soit t un rayon rectiligne, 
fz +42) f(2) 
dz 

sera la plus grande limite, lorsque Az tend vers zero de telle fagon que le point z+ Az 
reste toujours sur le rayon it. L’auteur, generalisant des resultats de M. Rademacher 
[Math. Ann. 79, 340 (1919)] et de M. Stepanoff [Math. Ann. 90, 318 (1923)] demontre 
le theoreme suivant: Supposons que pour une fonction f(z) continue et univalente, 
definie dans un domaine D, il existe & l’interieur de D un ensemble mesurable Z, 
Mes. E > 0, dont chaque point 2 est l’extr&mite de deux rayons rectilignes t, et t,, situes 
sur deux droites differentes et verifiant les conditions: L(z, t,) < + © et L(z,1,) <-+ ©. 
Alors f(z) possede une differentielle totale de Stolz presque partout dans E. Ridder. 

- Plancherel, M., et &. Pölya: Sur les valeurs moyennes des fonctions r&elles definies 
pour toutes les valeurs de la variable. Commentarii math. helvet. 3, 114—121 (1931). 

Es sei f(x) reell und über jedes endliche Intervall integrierbar. Wenn 


issu d’un point 2 et situ& dans le domaine D. Alors Z(z,t) = lim sup(?) 
42>0 


1 z+R 
rn | tu) du = p(a) 


existiert, wird er als Mittelwert von / (x) im Punkte x bezeichnet. Die Verff. beweisen, 
daß, wenn »(x) für jedes © existiert, (x) eine lineare Funktion von z ist. Zu diesem 
Satze wurden sie durch heuristische Überlegungen über die Lösungen der Wärme- 
leitungsgleichung geführt. Die Verff. zeigen, daß »(x) der bekannten Funktional- 


gleichung (2) + o(y) = 20) genügt. Wenn „(x) für jedes © existiert, so 


kann sie als Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen nur punktweise unstetig 
sein und muß dann wegen des Satzes von Hamel linear sein. Für Funktionen mehrerer 
Veränderlichen müssen die Verff. außer der Existenz des Mittelwertes auch eine ge- 
wisse Majorantenbedingung verlangen, um schließen zu können, daß der Mittelwert 
eine in jedem endlichen Gebiete reguläre harmonische Funktion ist. Hille. 


Brown, Arthur B.: Critical sets of an arbitrary real analytie funetion of n variables. 
Ann. of Math., II. s. 32, 512—520 (1931). 

Es sei f(x), --., %,) eine reelle analytische Funktion in einem abgeschlossenen 
Gebiet R des n-dimensionalen euklidischen Raumes. Kritische Punkte von R sind 
solche, in denen die sämtlichen ersten partiellen Ableitungen von f verschwinden. 
Ist dann K ein Komplex aus lauter kritischen Punkten, in denen f den festen Wert c 
hat, und ist D der Teil von R, in dem f=c ist, so ist die -te Typenzahl M,(K) ven K 
die Maximalzahl von linear unabhängigen unter den K nicht schneidenden :-Ketten 
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aus D. Es werden dann Relationen zwischen den M,(K), den Bettischen Zahlen von 
R und den kritischen Komplexen, auf denen f extreme Werte hat, hergeleitet. 
Reinhold Baer (Halle a. $.). 


Analysis. 


Brillouin, Marcel: Sur quelques problömes non r&solus de la physique math&matique 
elassique. Propagation de la fusion. Ann. Inst. Poincare 1, 285—308 (1931). 

Die klassische mathematische Physik des 19. Jahrhunderts hat zwei verschiedene 
Arten von Problemen aufgestellt: 1. solche, bei denen die Gebiete, innerhalb derer die 
Veränderungen physikalischer Eigenschaften zu untersuchen sind, von gegebenen 
geometrischen Flächen begrenzt werden, und 2.solche, bei denen gerade diese Be- 
grenzungsflächen, die fest oder beweglich sein können, als zu ermittelnde unbekannte 
Größen auftreten. Während die Probleme der 1. Art sich mit bekannten mathema- 
tischen Methoden systematisch lösen lassen, ist dies bei den Problemen der 2. Art 
nicht der Fall, und es ist demnach bisher nur in wenigen Fällen möglich gewesen, ihre 
Lösung wirklich anzugeben. Beispiele für Probleme dieser Art sind: Die Bestimmung 
der Gestalt flüssiger Tropfen, die Ermittelung elastischer Kurven, die Bestimmung der 
Gestalt und der Veränderung von Unstetigkeitsflächen in reibungslosen Flüssigkeiten, 
durch die sich Körper mit scharfen Kanten hindurchbewegen. Besonders eingehend 
werden in dem folgenden Aufsatz 2 Probleme der Theorie der Wärmeleitung behandelt, 
nämlich das Problem der Fortschreitung der Schmelzgrenze von Eis gegen Wasser 
beim Erwärmen der Oberfläche und der Fortschreitung der Erstarrungsgrenze beim 
allmählichen Erstarren der ursprünglich flüssigen Erde durch Abkühlung von der 
Oberfläche. Das allgemeine Problem läßt sich folgendermaßen formulieren: gegeben 
sei eine ursprünglich homogene Substanz bekannter Gestalt und bekannter Tem- 
peraturverteilung zur Zeit Null; an der Oberfläche möge sich die Temperatur als ge- 
gebene Funktion der Zeit ändern, derart, daß dadurch von hier aus ein Schmelzen 
bzw. Erstarren des Körpers eingeleitet wird; es ist zu berechnen, welche Gestalt in jedem 
Augenblick die Schmelzgrenze hat und nach welchem Gesetz sie in dem Körper fort- 
schreitet. Die Lösung dieser Aufgabe gelingt nur unter sehr einschränkenden physi- 
kalischen Bedingungen und auch dann nur in einigen wenigen, besonders einfach for- 
mulierten Fällen. Es wird versucht, ein Schema zum Ansatze der Lösung auch in 
komplizierteren als den bereits behandelten Beispielen aufzustellen, es zeigt sich jedoch, 
daß die praktische Ausführung nur in diesen, schon bekannten Fällen, möglich ist und 
hier tatsächlich zu den klassischen Lösungen führt. Im allgemeinen stellen sich der 
Ausführung unüberwindliche mathematische Schwierigkeiten entgegen. 

Fürth (Prag). 


Rieei, Giovanni: Due proprietä earatteristiche delle funzioni a rapporto inerementale 
limitato. Boll. Un. mat. ital. 10, 131—134 (1931). 


Si stabiliscono due proprietä caratteristiche delle funzioni a rapporto incrementale 
limitato, delle quali la prima & analoga a quella che definisce l’assoluta continuitä 
delle funzioni, e la seconda ne riguarda la variazione totale. Autoreferat. 


Kowalewski, Gerhard: Über die Simpsonsche Regel. Ber. Verh. sächs. Akad. 
Lpz., Math.-phys. Kl. 83, 10—18 (1931). 

Unter Zugrundelegung der Taylorschen Formel mit dem Restglied als bestimmtes 
Integral werden mit Hilfe von Lagrangeschen Polynomen zwei neue Arten abgeleitet, 
um das bestimmte Integral in Grenzen einzuschließen. In dem einen Falle bildet die 
Trapezregel, in dem anderen die Simpsonsche Regel die eine Grenze. Das angegebene 
Verfahren läßt sich auf sämtliche Quadraturmethoden anwenden. Das Neue ist die 
Darstellung des Fehlergliedes durch ein Integral, anstatt wie bisher durch Reihen- 
entwicklung. Walter Fender (Berlin). 


23 


Dantoni, G.: Sulla definizione di integrale. (Semin. Mat., Scuola Norm. Sup., 
Pisa.) Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 258—262 (1931). 
- Beweis, daß die Definition des Cauchyschen Integrals als Grenzwert der Summe 
DI (&+1 — %) f(&,), im Falle beschränkter Funktionen der folgenden 


lim D(&,+1 en &,) te, Er O,(& +1 Sr %)]; (0 = 0, = l) 
äquivalent ist. R. Caccioppoli (Padova). 
Walther, Alwin: Der Kreis durch drei Punkte. Math. Z. 33, 796—800 (1931). 
Radius und Mittelpunktskoordinaten eines Kreises, der durch drei Punkte 
einer ebenen Kurve bestimmt ist, werden so durch die Koordinaten dieser drei Punkte 
ausgedrückt, daß die Analogie zum Grenzfalle des Krümmungskreises unmittelbar 
deutlich wird. Rellich (Göttingen). 
- Del Chiaro, A.: Sulle funzioni omogenee. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 475 
bis 477 (1931). 
Für eine homogene Funktion f(z, y,...) vom Grade & gilt bekanntlich die Euler- 


sche Gleichung a of 
runter. ; (1) 


dabei muß f stetig und ee (im Sinne von Stolz) vorausgesetzt werden. 
Diese Bedingungen sind aber nicht hinreichend für die Umkehrung des Satzes, wie 
an dem Beispiel (+Ya? + PR) gezeigt wird; diese Funktion erfüllt die Definitions- 
gleichung der homogenen Funktionen für negatives k nicht. Der Grund, warum der 
übliche Beweis nicht genügt, ist der, daß die Begründung dafür, daß der Ausdruck 
f(kz, ky...)/k* von k unabhängig ist, zwar für positive und für negative % stichhältig 
ist, aber die Übereinstimmung der beiden so festgestellten Konstanten nicht liefert. 
ee genaue Umkehrung wird nun bewiesen: Wenn die Funktion f(x, y,....) samt ihren 
partiellen Ableitungen bis zur &ten Ordnung im ganzen Raum $(z, %,...) stetig ist 
und stets der Eulerschen Identität (1) genügt, so ist sie homogen vom Grade &. 
Schrutka (Wien). 

Müller, J. H.: On the applieation of continued fractions to the evaluation of certain 
integrals, with speeial reference to the incomplete beta-function. Biometrika (Lond.) 
22, 284—297 (1931). 

Bekannte Kettenbruchentwicklungen für Reihen und Integrale. Otto Szasz. 

Chaundy, T. W.: The validity of Lagrange’s expansion. Quart. J. Math., Oxford 
ser. 2, 155—160 (1931). 

In this paper the author nes the validity of the Lagrange expansion 


= f(a) Here LO) HC) 
where y=a-+ 220 By means of lemmas derived from the theorem that the 
Taylor’s series, Iro a) a) (x — a)"/n!, if it converges, converges to F(x), provided x 


and a both lie in es interval in which f(x) is infinitely differentiable and | F®(z)/n! |Yr 
is bounded, the author derives the following result: That /(y) is an analytic function 
of x near ©=(, and is exactly represented by its Lagrange expansion to infinity, 
provided /(y) and D(y) are analytic near y = a, and provided y(x), if it is many valued, 
is the branch for which y=aatz =0. H.T. Davis (Bloomington). 

Narasimha Aiyangar, M. N.: On the convergence of a certain infinite series. J. 
indian math. Soc. 19, 17—24 (1931). 


Es bedeute >u, die Reihe, die aus 2,0% durch das Eulersche Summationsverfahren 
=1 n=1 


„4a tflare + Gmail 


hervorgeht, also 
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Durch einfache Schwerpunktsbetrachtungen wird gezeigt:1. Wenn a, > 0 (n=1,2, ...) 
ist und k nicht zwischen 0 und 1 liegt, so folgt aus der Konvergenz von a} stets die 
Konvergenz von Du. Ferner ist Du, konvergent für I>k>1 oder 1 <k<0. 
2. Für beliebige a, und für k > 1 folgt aus der absoluten Konvergenz von a} stets 
die absolute Konvergenz von Dun Ferner ist Do absolut konvergent fürl>k>1. 
R. Schmidt (Kiel). 

Fraleigh, P. A.: Regular bilinear transformations of sequences. Amer. J. Math. 

63, 697—709 (1931). n 
Eine lineare Transformation %, = D’ayr2, einer Folge (2) in die Folge (y,) 

k=1 


oder wie man kürzer sagt, eine Mittelbildung, heißt regulär, wenn sie jede konvergente 
Folge (z;) in eine zum selben Grenzwert konvergente Folge (,) überführt. Notwendige 
und hinreichende Bedingungen für die Regularität einer Mittelbildung gibt ein bekannter 
Satz von Toeplitz. Verf. stellt sich folgendes Problem: Er betrachtet bilineare 
n nn 
Transformationen %, => Ayx3%;07, die jedem Paar (w;) und (v;) von Folgen eine 
x=1l=1 
Folge (y„) zuordnet. Eine solche Transformation soll regulär heißen, wenn sie jedem 
Paar konvergenter Folgen (u;) > u, (v%,) > v eine gegen wv konvergierende Folge (%,) 
zuordnet. Verf. stellt mit Hilfe des obigen Satzes notwendige und hinreichende Be- 
dingungen für die Regularität einer solchen Bilinearform auf. Diese Bedingungen 
sind ziemlich kompliziert. Der Versuch, sie durch einfachere zu ersetzen, führt zu dem 
folgenden hinreichenden Kriterium: Hinreichend für die Regularität ist 


n n 
lim a,g,= 0 für jedes k und |, lim D’ayx,—=0 für jedes |, lim D’aygı=0 für 


Nn>X n>ok=1 n>ol=1 
m. 2,0 
jedes k, im YDyu=1 I D|mrı| <C für alle n, C eine Konstante. 
n>ook-1le1 Palast 


Sämtliche Bedingungen dieses Kriteriums bis auf die letzte sind notwendig. Ob die letzte 
n n 

es auch ist, bleibt offen, es wird nur gezeigt, daß die Bedingung I) > | ar, | < nt 
k=11=1 


für alle n notwendig ist. Köthe (Münster i. W.). 


Mammana, 6.: Sul prodotto di serie sommabili secondo Cesaro. I. Atti Accad. 
naz. Lincei, VI. s. 13, 662—666 (1931). 
L’auteur demontre le theor&me suivant: Si Da, et >)b, sont respectivement som- 
n 


n 
mables (C, i) et (C, 5) (c'est & dire, par exemple, en posant Da, =AP, DAP—=Al,..., 
T T 
3149 
lim 
Nn>X 


existe et est fini, — somme de Ia,) et si la premiere l’est absolument 


i 


n . 
Zar 
m‘ 


c’est & dire lim 


existe et est fini/ le produit de Cauchy de ces deux series est 


sommable (0, « +5) et sa somme est &gale au produit des sommes de ces deux series. 
Pour la demonstration l’auteur s’appuie sur le theoreme connu d’apres lequel de la 
sommabilite (C,i) de Da, et, (0,7) de Id, resulte la sommabilite (CO, «+7 +1) du 
produit de Cauchy de ces series; l’auteur donne une demonstration simple de ce dernier 
theoreme. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Starcher, 6. W.: A note on geometrical faetorial series. Bull. amer. math. Soc. 
37, 455—463 (1931). hr 

Eine Reihe der Form c, Ionen heißt eine geometrische 
Fakultätenreihe, wobei |qg|<1. Die Punkte = g@(i=1,2,3,...) werden als 
„Ausnahmepunkte“ von der Betrachtung ausgeschlossen. Der Verf. zeigt, daß sich 
das Konvergenzgebiet einer solchen Reihe mit dem der aus ihr abgeleiteten Potenz- 


{ 
j 
| 
| 
j 
| 
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reihe c, +36, x” deckt. Er beweist ferner den Satz: Ist f(x) außerhalb des Kreises 


S um den lnrab regulär, so ist f(x) durch eine geometrische Fakultätenreihe dar- 
stellbar. Die Koeffizienten dieser Reihe findet man durch ein bestimmtes Integral 


der Form 
“7 ze -De-.. (a — get). (fe) — 0) de v»>d. 
Ä 
Hierbei ist c, = f(oo) und C irgendeine geschlossene Kurve um den Nullpunkt, die 
ganz außerhalb von $ liegt und die „Ausnahmepunkte‘ vermeidet. Zum Schluß wird 
gezeigt, wie man das Produkt von zwei geometrischen Fakultätenreihen wieder als 
geometrische Fakultätenreihe darstellen kann. Neß (Kiel). 

Bohr, Harald: On the inverse funetion of an analytic almost periodie funetion. 
Ann. of Math., II.s. 32, 247—260 (1931). 

Sans essayer de donner les diverses definitions d’une fonction analytique presque- 
periodique je me contenterai de dire qu’une fonctionde:2 = rei® definie pyurr, <r<r, 
et —oo < 0 <+oo est presque-periodique dans (r,, 75) si, & tout e(>0) donne, 
on peut faire correspondre une longueur /(e), telle que tout intervalle 9, <9<®@, +1 
contienne au moins une presque-periode z(e) telle que: | f(ze'’) — f«)|<e pour 

n<r<net-@o<9<+m. 

Dans son troisieme me&moire fondamental des ‚Acta Mathematica“, M"B. a demon- 
tre qu’& toute fonction presque-periodique, on peut associer une serie analogue 
& la serie de Laurent: DA„2“» oü les A, et les A, sont des constantes les se- 
condes reelles; r&ciproquement d’ailleurs si l’on sait d’une serie de la forme prece- 
dente qu’elle est celle d’une fonction presque-periodique cette derniere est determinee 
completement. Le present travail est consacre & la demonstration d’une analogie 
remarquable entre les fonctions analytiques regulieres & l’origine (series de Taylor) 
et les fonctions presque-periodiques oü r, = 0 et telles que dans la serie correspondante 
les exposants A, soient tous positifs ’un de ces exposants etant plus petit que tous 
les autres. Si f(z) designe une telle fonction et si l’on pose & = f(z), alors la fonction 
inverse 2 = g(£) est elle-m&me presque-periodique pourvu que |£ | soit assez petit, et, 
au voisinage de &=0, elle possede les m&ömes caracteres que /(z) au voisinage de z=0. 
On trouvera dans le memoire de M’B. l’Enonc& precis; la demonstration se fait par une 
construction de la fonction inverse au moyen de la methode des approximations suc- 
cessives. Favard (Grenoble). 


Differentialgleichungen:: 

@ Schmidt, Harry: Einführung in die Theorie der Wellengleiehung. Leipzig: 
Johann Ambrosius Barth 1931. VI, 146 S. u. 16 Abb. RM. 11.70. 

Das Buch soll den Leser mit den mathematischen Hilfsmitteln bekannt machen, 
die bei der Behandlung schwingender Kontinua erforderlich sind. An den Beispielen 
der Saite, der Membran und der schwach kompressibeln Flüssigkeiten wird gezeigt, 
wie man von der Physik aus zur Aufstellung von Eigenwertproblemen gelangt. Die 
so gestellten Differentialgleichungsprobleme werden auf die entsprechenden Integral- 
gleichungsprobleme zurückgeführt. Dabei werden die Existenz- und Entwicklungssätze 
ohne Begründung übernommen; nur in dem Falle der Fourierschen Reihe und des 
Fourierschen Integrals werden ausführliche Beweise gegeben. Die Schwingungen der be- 
grenzten und unbegrenzten Saite, der unbegrenzten Membran, der rechteckig und kreis- 
förmig begrenzten Membran sowie die Flüssigkeitsschwingungen in einem kugel- 
förmigen Gefäß werden explizite durchgerechnet. Dabei ergibt sich von selbst die 
Behandlung einer Reihe von speziellen Funktionen und gewisser Grundtatsachen 
aus der Theorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
(Fundamentalsystem, singuläre Stellen, Fuchssches Theorem). In einem letzten Kapitel 
wird eine kurze Ableitung der Schrödingerschen Wellengleichung gegeben auf Grund 
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der Analogie Strahlenoptik-Wellenoptik einerseits und klassische Mechanik-Wellen- 
mechanik andererseits. Die speziellen Beispiele des Rotators und des Wasserstoff- 
atoms werden ausführlich behandelt. Rellich (Göttingen). 

Montel, Paul: Sur les fonetions de plusieurs variables lineairement dependantes. 
C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1694—1696 (1931). 

Es wird die lineare Abhängigkeit von Funktionen untersucht, die ein und der- 
selben partiellen Differentialgleichung gehorchen. Es zeigt sich, daß m solche Funk- 
tionen dann und nur dann linear abhängig sind, wenn gewisse aus den m Funktionen 
und ihren Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung gebildeten Determinanten 
verschwinden. Die Höhe dieser Ordnung hängt von m und der Ordnung der Differen- 
tialgleichung ab. Einfach ist der Fall einer elliptischen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung in 2 unabhängigen Variabeln, während der hyperbolische Fall Ausnahmen bieten 
kann. Einige Anwendungen und Erweiterungen. Hans Lewy (Göttingen). 

Pölya, G., et G. Szegö: Sur quelques propriet&s qualitatives de la propagation de la 
ehaleur. ©. r. Acad. Sci. Paris 192, 1340—1342 (1931). 

Auf Grund der Wärmeleitungsgleichung werden die beiden folgenden auch phy- 
sikalisch einleuchtenden Sätze bewiesen. 1. Ist die Maximaltemperatur eines festen 
Körpers von endlicher Ausdehnung höher als die Temperatur des umgebenden Mittels, 
so ist sie eine abnehmende Funktion der-Zeit. 2. Bei dem Ausbreitungsvorgang der 
Wärme längs einer unendlichen homogenen Geraden kann die Anzahl der Nullstellen 
der Temperatur und die Anzahl der Extrema sich nicht vermehren. Lüneburg. 

Serini, R.: Sugli integrali dell’equazione di propagazione in una dimensione. Atti 
Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 503—507 (1931). 


* u Hu e 
Lösung des Problems: io 0, u(r,&) gesucht mit gegebenem 


u(t, 0) und u(0, &) sowie 2 (0, &) für©>0. Ref. bemerkt keinen Unterschied zu der 


bekannten Integrationsmethode, es sei denn, daß die Rechnungen im Heaviside- 
Kalkül formuliert werden. Hans Lewy (Göttingen). 

Brillouin, Marcel: Quelques proprietes d’une &quation aux derivees partielles hyper- 
bolique. Ann. Inst. Poincare 1, 265—283 (1931). 

Man denke sich die gleichmäßig rotierende Erdoberfläche als kugelförmig und 
mit einem Ozean bedeckt, der unter dem Einfluß der geeignet zu wählenden Erd- 
anziehung eine konzentrische Kugelschale konstanter Tiefe ausfüllen und eine perio- 
dische Bewegung gleicher Frequenz w ausführen möge. Nunmehr unterwirft man ihn 
einem periodischen Störungspotential der Frequenz © + ® und studiert die dadurch 
hervorgerufene, erzwungene Schwingung in erster Näherung. Diese Aufgabe führt 
zur Differentialgleichung für eine Funktion ? der drei rechtwinkligen Koordinaten z, y, 2 

022, 02P,. A202 0P 

0 9 Gr 
zu der noch eine gewisse Randbedingung für den Boden des Meeres und eine ge- 
wisse andere Bedingung für seine freie Oberfläche treten. Für @ < ©/2 ist dies ein 
von Poincar&schon behandeltes elliptisches Problem; der für die Anwendung hin- 
gegen wichtigere Fall > ©/2 ist hyperbolisch. Der Verf. studiert die Schwierig- 
keiten, die sich einer Übertragung der verschiedenen im 1. Fall bekannten Methoden, 
insbesondere der Reihenentwicklung nach passenden Orthogonalfunktionen, ent- 
gegenstellen; er betont, daß er nicht zu einer vollen Lösung des Problems durch- 
gedrungen ist. Diese Schwierigkeiten finden ihren wesentlichen Grund in der eigen- 
tümlichen Lage des charakteristischen Gebildes der Differentialgleichung zu den 
beiden konzentrischen Kugeln, auf denen der Funktion P die Randbedingungen vor- 
geschrieben sind. H. Lewy (Göttingen). 

Kobayashi, Iwao: Darstellung eines Potentials in zylindrischen Koordinaten, das 
sich auf einer Ebene innerhalb und außerhalb einer gewissen Kreisbegrenzung ver- 


—0), 
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sehiedener Grenzbedingung unterwirft. Sci. Rep. Töhoku Univ. (Math. etc.) 20, 
197—212 (1931). 

Verf. behandelt die Aufgabe, die im Unendlichen verschwindende räumliche 
Potentialfunktion ® anzugeben, die im Innern eines Kreises der Ebene z=0 gleich 
einer vorgegebenen Funktion wird, während im Äußeren des Kreises d®/öz verschwin- 
det (bzw. die im Äußern des Kreises verschwindet, während im Innern O®/dz vor- 


- geschrieben ist). Die Lösung erfolgt durch Einführung von Zylinderkoordinaten, 


wobei, um den gemischten Randbedingungen genügen zu können, an Stelle der ein- 
fachen Besselschen Funktionen J, ein Integral über solche, nämlich 


oo 


Ju(oE)J»(8) 
[ en dE 


benutzt wird. Bei passender Wahl der Parameter 4, u, » ist dieses Integral (bis auf 
eine Potenz als Faktor) gleich einem hypergeometrischen Polynom. Von den so erhal- 
tenen Polynomen werden Eigenschaften nachgewiesen, die hinreichen, um den Rand- 
bedingungen durch Entwicklung zu genügen, so daß die Lösung der gestellten Aufgabe 
explizit in Form einer unendlichen Reihe angegeben werden kann. E. Rothe. 
Moisil, Gr. €.: Sur Pemploi des potentiels veeteurs göneralises dans P’integration d’une 
elasse d’&quations aux derivees partielles. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1520—1522 (1931). 
Es seien Y,, Ya; - - -» Ym Matrizen von r Zeilen und ebensoviel Kolonnen, die den 


Gleichungen Ynya + Yayn = 2Önr* € (1) 


genügen, wobei e die Einheitsmatrix und ö,, das Kroneckersche Symbol (d,. =1 für 
h=k, önr—=0 für h+k) bedeutet; die Elemente der y,; seien konstante Zahlen. 


m 
Ferner sei F der Operator F=\)y; 0/0 x*. Dann stellt Fy = Y ein elliptisches System 
x=1 


von r Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und r ge- 
suchten Funktionen %,, %g, ...., y, dar. Führt man Funktionen 9,, 95, .. ., 9 durch 
y= Fo ein, so geht das System über in Ap = Y. Zu diesem System wird in der 
üblichen Weise ein System von Integralgleichungen abgeleitet. Ferner wird die Be- 
dingung (1) durch analoge, etwas allgemeinere Bedingungen ersetzt. Rellich. 

Kellogg, Oliver D.: On the derivatives of harmonie functions on the boundary. 
Trans. amer. math. Soc. 33, 486—510 (1931). 

Während man sich gewöhnlich bei Untersuchungen über die Grenzwerte der har- 
monischen Funktionen oder ihrer Ableitungen bei Annäherung an den Rand des Defi- 
nitionsbereiches auf sog. Potentiale beschränkt, werden hier harmonische Funktionen 
betrachtet, die durch ihre Randwerte festgelegt sind. Die — vom Verf. auch sonst 
bevorzugte — Methode der Untersuchung ‚im Kleinem‘ gestattet dabei, daß über die 
Natur der Berandung und der Randwerte nur in einer Umgebung des betrachteten 
Randpunktes einschränkende Voraussetzungen gemacht werden. Es sei R ein be- 
schränkter, zusammenhängender, abgeschlossener Bereich des Raumes, dessen Be- 
grenzung 8 ein reguläres Flächenstück E enthält. Dieses sei dargestellt durch eine 
Gleichung 2= (x, y), wobei p(z, y) stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung 
haben möge, die einer Bedingung von der Art der Dinischen (bzw. Hölderschen) ge- 
nügen. Die Krümmungsradien von E seien beschränkt. Über die übrige Begrenzung s 
wird »loß vorausgesetzt, daß jedem in E enthaltenem Flächenstück Z’ eine Zahl a zu- 
kommt, so daß die Kugel vom Radius a um einen Punkt von EZ’ nur solche Punkte der 
Begrenzung s enthält, die E angehören. Ist dann U(z, y, 2) einein R harmonische Funk- 
tion, deren Randwerte auf E denselben Bedingungen genügen, wie die Funktion o(z, %), 
so wird gezeigt, daß die Grenzwerte der Ableitungen von U bis zur n-ten 
(incl.) bei Annäherung an Zexistieren und im Inneren von E stetig sind. 
Falls die Funktion @(z, y) und die Randwerte von U auf E der Hölderschen Bedingung 
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genügen, gilt dasselbe von den erwähnten Ableitungen. Zunächst werden die ent- 
sprechenden Hilfssätze für das Poissonsche Integral bewiesen, das dann, angewandt 
auf eine von innen berührende Kugel, beim Beweise wesentlich benutzt wird. Der 
Beweis selbst muß für die ersten und zweiten Ableitungen besonders geführt werden, 
und erfolgt allgemein durch Induktion. Im übrigen ergibt sich aus den Abschätzungen 
ein Beweis für den analytischen Charakter der harmonischen Funktionen. Feller. 


Levi-Civita, T.: Newtonsche Potentiale unendlich ausgedehnter Massen. Rev. mat. 
hisp.-amer. 6, 65—85 (1931) [Spanisch]. 

Übersetzung eines Vortrags, den Levi-Civita im Mathematischen Seminar der 
Universität Padua hielt. Im Vorwort wird vom spanischen Übersetzer (der von L.-C. 
autorisiert ist) darauf hingewiesen, daß Lichtenstein in den „Grundlagen der Hydro- 
dynamik“ ein verwandtes Problem unendlich ausgedehnter Massenverteilung behandelt. 
Der Vortrag selbst befaßt sich mit der Frage: Sei U (M) das Potential einer Massen- 
verteilung, M der Aufpunkt (Beobachtungspunkt) und A der Radiusvektor vom will- 
kürlich festgelegten Koordinatenanfang zum Aufpunkt, so gilt für endliche Massen- 
verteilungen der Satz: 

lim (AU) = — lim (7) nn 
M>o 


M>o 


wo m die Summe aller vorhandenen Massen bedeutet. Diesen Satz beweist L.-C. in 
seinem Vortrag auch für ins Unendliche reichende, kontinuierliche, räumliche und flächen- 
hafte Massenverteilungen. Dazu muß man natürlich gewisse einschränkende Vor- 
aussetzungen über das Abnehmen der Dichte solcher Verteilungen im Unendlichen 
machen, damit die Integrale, die das Potential und die Masse definieren, ihren Sinn 
nicht verlieren. Der Beweis wird durch Abschätzung der auftretenden Volum- und 
Oberflächenintegrale geführt. Bechert (München). 


Integralgleichungen, Funktionaloperationen und Verwandtes: 

® Lichtenstein, Leon: Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer Integral- 
gleichungen und Integro-Differentialgleiehungen nebst Anwendungen. Berlin: Julius 
Springer 1931. X, 164 8. RM. 16.80. 


Dieses zur Zeit recht notwendige Buch bietet eine Zusammenfassung und teilweise Neu- 
bearbeitung der vom Verf. in einer großen Reihe von Arbeiten fortgeführten Theorien von 
E. Schmidt und A. Liapounoff. Das erste Kapitel (Nichtlineare Integralgleichungen im 
Kleinen) beschäftigt sich mit der Abänderung einer Lösung einer Integralgleichung, wenn 
gewisse in der Gleichung auftretende Parameterwerte oder -funktionen wenig abgeändert 
werden. Leider ist die auf S. 1 angegebene Aufgabenstellung stilistisch ein wenig verunglückt: 
Aus der Voraussetzung der Kleinheit von |v(x)| folgt natürlich nicht, daß die Lösung /(x) von 


1 
&2) + [K(&, 2) (91) dr; = v(@) + FiCle), v(R)}, 
0 


wo F{ZL(x),v(x)} eine nichtlineare Funktionaloperation von gewissem Bau bedeutet, hin- 
reichend klein wird, sondern es werden eben überhaupt nur hinreichend kleine Lösungen £ (x) 
untersucht, um etwa vorhandene Lösungen von größerem Absolutbetrage kümmert man sich 
bei diesen Untersuchungen im Kleinen nicht. Das Buch beginnt mit einer ausführlicheren 
Darstellung des von E. Schmidt eingeführten Begriffes der Integralpotenzreihe, wobei die 
Häufung der eingeführten Indices einer schnellen Lektüre des Buches etwas hinderlich ist 
und gelegentlich zu Druckfehlern Anlaß gibt. Es schließen sich der reguläre Fall und der 
Verzweigungsfall an nebst einer eingehenderen Diskussion im Falle nur einer Verzweigungs- 
gleichung. Erweiterung der Untersuchungen auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen 
und gewisse Klassen von Integrodifferentialgleichungen, die sich auf Systeme von Integral- 
gleichungen zurückführen lassen. Das Konstruktionsverfahren der Lösungen ist einheitlich 
das Verfahren der sukzessiven Approximation. Das Bestreben des Verf., möglichst von den 
von E. Schmidt gegebenen Beweisgängen abzuweichen, bringt manche hübsche neue Be- 
leuchtung der Theorie mit sich (z. B. die Art der Einführung der Verzweigungsgleichungen). 
Das zweite Kapitel bringt als Anwendungen: Fortpflanzung zweidimensionaler permanenter 
Oberflächenwellen endlicher Amplitude (führt auf ein System von 2 nichtlinearen Integral- 
gleichungen). Ein Randwertproblem aus der Theorie der Wärmestrahlung, bei dem unter 
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Anwendung eines von Le Roy angegebenen Fortsetzungsprinzips Aussagen im Großen er- 
halten wurden. Schließlich die elliptische Differentialgleichung Az = F(x, y, 2, 62/0, 
©z/dy) (erste Randwertaufgabe) unter besonderer Berücksichtigung des Falles, wo 02/dx und 
02/dy nicht in F auftreten, endlich im Großen Az=.ke® mit k>0. Das dritte Kapitel 
enthält Untersuchungen über allgemeinere Integrodifferentialgleichungen, und zwar in der 
Hauptsache die allgemeine elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung. Gleichgewichts- 
figuren rotierender Flüssigkeiten und 2 Systeme von Integrodifferentialgleichungen, die in der 
Dynamik vollkommen inkohärenter gravitierender Medien bzw. in der Hydrodynamik auf- 
treten. Das vierte Kapitel (Nichtlineare Integralgleichungen im Großen) operiert mit den 
direkten Methoden der Variationsrechnung und zeigt zunächst, daß eine gewisse speziell ge- 
staltete Integralgleichung, die stets die identisch verschwindende Lösung besitzt, für min- 
destens einen Wert eines in die Gleichung eingehenden Parameters eine nicht identisch ver- 
schwindende Lösung besitzt. Ferner Existenz mindestens einer Lösung bei gewissen Klassen 
von nichtlinearen Integralgleichungen. In diesem letzten Kapitel hätte man vielleicht ge- 
wünscht, daß der Verf. von dem Grundsatz, nur eigene Arbeiten zu benutzen, abgewichen 
und etwas auf die schönen Untersuchungen von A. Hammerstein eingegangen wäre. 
Rudolf Iglisch (Aachen). 


Pini, Editta: Ancora sulle equazioni integrali del tipo f(x) = Yyla) — 
— [[a(&) — a(y)] 9(y) dy. Boll. Un. mat. ital. 10, 139—140 (1931). 
ö 


Winants, Marcel: Determination d’une fonetion de fonetions par le moyen d’une 
€quation integrale. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1304—1306 (1931). 
Der Verf. zeigt, daß Integralgleichungen, von welchen die folgende Gleichung ein 
Beispiel ist 
Kt) vı(E) Ha(t) va(t) us(t) v3(t) 


Pit) = oft) +4 [auf P(F,(, v)) dv + [du[P(F;(u, v)) dv + [du[P(F;(u, v)) dv|, 
066 06 06 


eine Lösung der Form 
Pi) = Po) + AP) + PP) + + Bu) + --- 


besitzen, wenn die Funktionen 4}, ?ı, Ha, Ya, Us, Ya, Fi, Fa, Fz gewissen einfachen 
Bedingungen unterworfen sind. T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Finzi, Bruno: Caleolo dei sistemi multipli. Rend. Ist. lombardo Sci., II.s. 64, 
97—142 (1931). 

Si definisce un ‚„sistema multiplo d’ordine h“ (come l’insieme di n?* scalari) e 
quindi l’eguaglianza, l’addizione, sottrazione, prodotto (di vari ordini) dei sistemi 
multipli. Si definiscono anche, per questi sistemi multipli, le unit& nei prodotti dei 
vari ordini, i quozienti a destra e a sinistra, il reciproco, le radici m®ime e anche i 
sistemi di sistemi, i cui elementi sono altri sistemi multipli. Passando alle funzioni, 
si definiscono i polinomi di un sistema multiplo variabile, e, piü generalmente, le serie 
di potenze di uno o piü sistemi, che, quando convergono, definiscono una funzione dei 
sistemi stessi. Si definisce anche il limite, le derivate, gli integrali, i differenziali di 
vari tipi di una tale funzione. Si costruisce poi un calcolo assoluto in uno spazio, ove 
le coordinate sono esse stesse sistemi multipli, e cosi pure il quadrato dell’elemento 
lineare. Infine si estendono tutte le definizioni e sviluppi formali precedenti a sistemi 
multipli formati, invece che da un numero finito, da insiemi numerabili di elementi. 
Si puö osservare che al.n. 9 si da come condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza 
‚e unicitä della soluzione di un sistema lineare la condizione che ne assicura invece 
la sola compatibilitä. Luigi Fantappie (Palermo). 

Blumenthal, Leonard M.: Note on fraetional operators and the theory of composition. 
(Rice Inst., Houston, Texas.) Amer. J. Math. 53, 483—492 (1931). 

Sı riprende la definizione di composizione di prima specie, data da Volterra e 
PEeres, per le funzioni di ordine negativo, mediante la cosidetta „parte finita‘‘ del- 
Vintegrale 


*% Y 
19 = [H,O g(& y)dE. 
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L’integrale d’ordine negativo —n, o derivata di indice n(conO <n<1l) di 
*%%* 


una funzione /si definisce poi come il prodotto di composizione f1””, cioe come la „parte 
finita‘“ dell’integrale 


Y 
rn - Y=7=1j(gdt 


che si dimostra esistere, se la / soddisfa a una condizione di Lipschitz. Derivando 
la funzione cosi ottenuta, si ottengono quindi le derivate di f, con indice >1. $i estende 
inoltre la definizione di derivata di una funzione f, di indice —y, qualunque, al campo 
complesso, con la formola 


ne) = "5 [10 expfly — 1) logle — 2] + 2kai)} dt 
[0 


essendo k intero e 2 interno alla curva chiusa (' di integrazione. Se f & olomorfa nel- 


V’intorno dell’origine, f(t) = D„a,!”, si da una determinazione f(-*) della derivata di in- 
dice — u con lo sviluppo ° 


I“ 1 
De De gen 


Luigi Fantappie (Palermo). 

Pincherle, S.: Sopra uno speciale operatore lineare. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 
13, 555—562 (1931). 

The basis of this article is a set @ of sequences {c„} of numbers, satisfying the 
conditions: (a) @ contains all finite sequences, (b) if {c„} and {c,} belong to G, so do 
{on +c,} and {c„ cz}, (c) if {c„} belongs to G, so does any sequence obtained by 
adjoining to or removing a finite number of elements from {c„}. Further there is 
assumed a linear vector space S, whose basis is the set of vectoISs &g, &15 » = +» En» » = +> 


oo 
and whose elements are D'c, &,, {c„} ranging over@. A vector D)c, &, is a null vector 
0 


only if „= 0 for alln. The paper studies special linear transformations Q on S to $, 
which satisfy the conditions: Q(&,) = 0, Qlen) = Km En-ı, {An} belonging to G. The 
solutions of the functional equations Q(p) =hp and Q(py)—hp=&,ha constant, 
p and & belonging to $, are discussed. There follows the treatment of commutativity 
between the transformations Q and general linear transformations B defined in terms 


of a doubly infinite matrix d,m by B(e&n) = I bum m: Associated with any such B is 


m= 
the residue of commutativity: B’ = Q@B — BQ, which is the null transformation when 
B and Q are commutative, This operator has properties similar to derivation, for 
instance (B, + B,)’ = B, + Bi, (B, B,)' = B, B3 + Bi B,. Of particular interest 
is the operator U satisfying the condition B’=1, i.e.. QU— UQ=]1. The matrix 
D„m corresponding to U for a given Q are determined. U has properties similar to the 
function x. In particular (U*)’ = mU”-1, and the general solution of the operational 
equatiin BMT+D—0 is B=P,UrR+P,U"r-1+...+ P„, where the P; are 
operators commutative with Q. The results are applied to the special case in which@ 
is the derivative D and &, the function a*, Hildebrandt (Ann Arbor). 


Martin, R. S.: Note on funetional forms quadratie in a funetion and its first p deri- 
vatives. (California Inst. of Technol., Pasadena.) Bull. amer. math, Soc. 37, 464 bis 
467 (1931). 

A.D.Michal und L. 8. Kennison haben in den Proceedings of the national 
academy of sciences 16 (1930) 617—619 bewiesen, daß eine normale Funktionalform, 
die in einer Funktion und ihrer Ableitung quadratisch ist, auf eine invariantive Form, 
die in einer Funktion und einer Konstanten quadratisch ist, zurückgeführt werden 
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' kann, und daß die Stetigkeit der Koeffizienten der ersten Form die Stetigkeit der 
‚ Koeffizienten der zweiten zur Folge hat. Dieses Ergebnis wird hier auf den Fall einer 
Form, die in einer Funktion und ihren ersten » Ableitungen quadratisch ist, ausgedehnt. 
Statt einer Konstanten treten deren p auf. L. Schrutka (Wien). 
Moisil, Gr. C.: Sur un systeme d’equations fonetionnelles. ©. r. Acad. Sci. Paris 
192, 1344—1346 (1931). 
Let F (C) be an additive function of plane curves (C) which is of bounded variation 
= has only discontinuities of first kind. Then there exists an additive function 
De) of Ey 46 gi measurable (B), such that for each curve (C) for which F (C) 
is el = ®(D) where (D) is the domain bounded by (C). The integral 


ı f@)= Se il Ie- iu will represent then a solution of the equation 2 f@)dz=F (0). 


As the einor states, these results can be obtained by an argument used by Evans 
[Rice Inst. Pamphl. 7 (1929)] and are extensions of analogous results of Theo- 
doresco, Paris Thesis, 1931. They also admit of an extension to the n-dimensional 
space. J. D. Tamarkin (Providence, R. I., U.S. A.). 

Conforto, F.: Formalismo matematieco in uno spazio funzionale continuo retto da 
‘  unelemento lineare diseconda specie. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 562—568 (1931). 
| The author gives a formal extension of the Absolute Differential Calculus to con- 
|  tinuous functional space, in which the line element has the form 


1 11 1 
ds? 7 \lögio)jide = JJela@, Es lögle)ögle)däidk, 
ö 


1 
and the functional transformations y(A) = Q[g(z), A] have variations of the form 
0 


\ 1 1 
| öy(A) = IOTate), Arlög(e) + dg(A). 
| 0 


More inclusive results have been found by Michal [Amer. J. Math. 50, 473—517 
(1928)] and Moisil [C.r. Acad. Sci. Paris 187, 796—8 (1928)]. The present study 
introduces a formal function ö(z, y) similar to the Kronecker ö, i. e. subject to the 
ns that ö(z,y) =0 if xy, and that if F(x) is defined for O<=r=]1 then 


f F(x) ö(z,y) =F(y). By N introduction of this function ö(z, y) and the ab- 
ein öyla)lögd)=Q' aa) At] + ö(Ar), the desired extension of the co- 


variant and contravariant lesce of the Absolute Differential Calculus becomes very 
simple, elegant, and almost obvious. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Caceioppoli, R.: Sui funzionali lineari nel ecampo delle funzioni analitiche. Atti 
Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 263—266 (1931). 

Der Verf. gibt einen direkten Beweis des folgenden Satzes von Fantappie: Es 
sei 2 der Bereich aller Funktionen /(z), welche auf einer abgeschlossenen Menge J 
(und folglich in einer gewissen Umgebung von J) analytisch sind. Ein in (2 definiertes 
Funktional A|lf« )]| heißt stetig, wenn aus der gleichmäßigen Konvergenz von f„(2) 
gegen f(z) in einem J umfassenden Bereich die Konvergenz von A|[f„(z)]| gegen 
Allf(@)]| folgt. Ein solches Funktional kann man durch die Formel 


| Ale < 5; [HWotwau, vw =-4A—.| 
IR 


darstellen, wobei.die Integrationskontur aus einer oder mehreren geschlossenen Kurven 
besteht, in deren Innengebieten J enthalten und /(2) analytisch ist. Als eine Anwendung 
ist ein einfacher Beweis der bekannten Sätze über die gleichmäßige Approximation 
der analytischen Funktionen durch rationale Funktionen gegeben. A. Kolmogoroff. 
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Caceioppoli, R.: Sugli elementi uniti delle trasformazioni funzionali: un’osservazione 
sui problemi di valori ai limiti. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 498—502 (1931). 

This paper attempts to state sufficient conditions so that functional equations of 
a certain type shall have unique solutions. The functions u are assumed to be defined 
on a domain D in space of p dimensions. The transformation Z (uw) on u and certain 
partial derivatives w,,...., u, has the property that if L(u)=f(a) @= 2%, ..., %) 
together with certain unspecified conditions (a), then the solution u= »(f, x) con- 
sidered as a functional on f, as well as the derivatives u,,..., u, arecontinuousin fon 
the basis of uniform convergence on D. Further it is assumed that there exists a con- 
stant X such that |u|<K(max|f| +1); |u|=K(max|f| +1), and that the 
functions u, %,,...,%, are equicontinuous when max |/| is bounded. Under these 
hypotheses the solution of a functional equation of the form 

L(u) =F(2; u, u, +.., 4) 
together with the conditions (a) is reduced to the question of the existence of invariant 
points of the transformation v—=o(F; x), and this in turn made to depend upon the 
Birkhoff-Kellogg-Schauder theorems. The author points out that a solution 
txists if F is limited, or if F is unlimited in such a way thatif = J® +W + :- + u 
ehen limF(z; u, u, ..., u)/® = 0, and applies these results to special ordinary and 
partial differential and integral equations. T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Caceioppoli, R.: Sopra un metodo di sommazione nel cealcolo delle matriei infinites 
Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 569—573 (1931). 

This paper is a critique of a method suggested by Fantappie for assigning a 
value to 2a, b„, to the trace of an infinite matrix, and to the product of two infinite 
matrices, even though the infinite series involved do not converge. Fantappie’s 
proposal for 3a, b„ is as follows: Suppose that 2a,2” and &b„2” are convergent in 
some vicinity of the origin, and give rise to analytic functions % (z) and w (z). If these 
functions do not have reciprocal singular points, and C' is a closed curve containing in 
its interior all the singular points of 1/z w (1/z), while all the singular points of y (2) 


are exterior to ( then 
1 1 dz r 
else z = Zandn 
c 


and the series on the right is absolutely convergent of the product of the radii of con- 
vergence of Za„2” and Zb„2"is> 1. Fantappie proposes to define as generalized 
sum of a, b„ the value of the integral in question, whenever it exists. The author ob- 
jects to the process on the grounds that (a) the integral does not necessarily exist even 
though 2a, b, be absolutely convergent; (b) it may give rise to many different values 
and (c) it assigns negative values to divergent series of positive terms. He points out 
that in essence the summability in question is really a definition of summability by 
analytic extension and suggests that the objections mentioned are avoided if analytic 
extension is limited to procedure along straight lines. Thus for 2a, b„ he suggest 
that one consider &a, b„{” which for t sufficiently small will converge, in the usual 
way, and assign a value to 2a, b„ if and only if /(f) can be analytically extended to 
t=1 along a straight line. Similar remarks are applied to the trace of an infinite ma- 
trix, and the product matrix of two infinite matrices. Hildebrandt (Ann Arbor). 


Funktionentheorie: 


Trjitzinsky, W. J.: A study of indefinitely differentiable and quasi-analytie funetions. 

I. Ann. of Math., II. s. 32, 623—658 (1931). 

_ Une partie du Memoire est consacree & la construction des series de la forme 
Dre fa; ©) qui representent des fonctions indefiniment derivables, et qui avec leurs 
derivees prennent des valeurs donnees en un point fixe. Ainsi, pour ne citer qu’un de 
ces theor&mes: soient a, des quantites reelles telles e |4,1|>|a|, || >1, 


33 


| ax | >00; designons par f(x) une fonction entiere telle que pour x reel | (M(x) | <A 
I e=0\,l, b) (fonetion de classe A), par 9(x) une fonction entiere admettant les quan- 
| tites a, comme zeros simples, et, enfin, par 9(x) une fonction entiere telle que les 


U series 


oo 


# ai, SE 
BIO Ge) 


convergent. Posons 
a 


p(2) 9(z) (kn, 
| Te —4,) - 30 


" 81 alors on pose 
> F® (0) 
(2 an, fo (0) a 


7) 9(a,) ; 
la fonction $(z) = 22; f(a; x) est, indefiniment derivable (terme & terme) et repre- 
k=1 


sente une fonction telle que S®W(0) = F®(0) et 


m lap+t] ai 
<A een’ RN 


% = (kt 


(dans S(z), x est reel; on suppose que > N converge). Dans la seconde partie 
j n 


du Memoire il s’agit des fonctions monog£nes au sens de M. Borel. On donne d’abord 
la forme generale du developpement de toutes les fonctions monogenes definies dans 
un domaine (de Cauchy) donne. On donne ensuite des th&orems concernant les fonc- 
tions monogenes et generalisant ceux connus pour les fonctions analytiques: par exemple 
un theoreme generalisant ie theor&eme de convergence de suites de fonctions (th&oreme 
de Weierstrass); un theor&me sur les zeros de f„(2) — alorsque f„(2) > f(z) (ici les 
conditions portent aussi sur les /,(z)). On trouve a la fin du M&moire des theor&mes sur 
les fonctions quasi-harmoniques, c’est & dire des fonctions h (xy) telles que h (x y) 
= partie reelle de / (2) oü /(z) est une fonction monogene au sens de M. Borel. 
Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Lösch, Friedrich: Über das Verhalten der Potenzreihen auf dem Rande des Kon- 
vergenzkreises. Math. Z. 33, 791—795 (1931). 

En se placant dans l’ordre d’idees du theor&me d’Abel, concernant le domaine 


de x oü lim Da, 2" = Da, est valable, l’auteur demontre que si, en posant ,—=&,+iß,, 
z>1 


les &, non nuls, d’une part, et les f, non nuls, d’autre part, sont les termes de deux 
series alternees (les modules tendant vers zero en decroissant) et si pour un certain 
o>0 la serie I) |a,|n”-? converge, alors I)a„&" converge uniformement dans tout 


cercle ferm& tangent interieurement au cercle «| = =1 au point = +1. L’auteur 
en tire un nouvel exemple simple d’une serie Sa,” convergeant uniform&ment sur 
|e|=1 sans que $|a,| converge. Il donne aussi un nouvel exemple d’une serie 


Da,x” divergeant en tout point du cercle |x|=1 et telle que „u —0. 
Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 
Cisotti, U.: Determinazione della funzione di variabile complessa regolare in una 
corona eircolare note: La parte reale sulla eirconferenza esterna e la parte immaginaria 
sull’interna. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 395—399 (1931). 
A complex potential f(2) = f(r@®) = ®+:Y which is regular in the ring 
e<z1 and such that 
vw, Bel forr—t, 
0=9 0=0' 
Zentralblatt für Mathematik. 2. 3 
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is given by the formula 


Omf) = (AD + By)dO 


where r=e® and 


A=1+ 23 Chnlo — 6 + i(0 — O)]/Chne, 


B=1+22Chn[o + i(0 — O)]/Chno. 


The quantities A and B are expressed in terms of elliptic functions. Bateman. 

Julia, Gaston: Sur la representation conforme des aires multiplement connexes. 
C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1518—1520 (1931). 

Wenn A ein von der äußeren Kontur C, und den inneren Konturen (,,..., 0, 
begrenztes Gebiet ist, so kann man eine in A reguläre analytische Funktion F(z) be- 
stimmen, die auf CO, den absoluten Betrag 1 und auf den inneren Konturen konstante 
absolute Beträge < 1 besitzt. Die von £ = F(z) beschriebene Riemannsche Fläche o 
kann als fundamentales Hilfsmittel zur Untersuchung der konformen Abbildungen 
von A verwendet werden. Falls o keine Verzweigungspunkte am Rande besitzt, so 
wird sie durch den pmal umlaufenen Einheitskreis und 9 innere Kreise begrenzt. 
Durch Hinzunahme der inneren Kreise erhält man eine einfache zusammenhängende 
Fläche o,, die man in verschiedener Weise über den Kreis |{| =1 hinweg fortsetzen 
kann. Durch Uniformisierung der so entstandenen Fläche bekommt man eine konforme 
Abbildung von A entweder auf ein von p + 1 Cassinischen Ovalen begrenztes Gebiet, 
oder auf ein Gebiet, das vom Einheitskreis und pinneren, verallgemeinerten Cassinischen 
Kurven begrenzt wird. L. Ahlfors (Helsinki). 

Rham, Georges de: Sur les periodes des integrales de premiere espece attachöes 
a une variet& algebrique. Commentarii math. helvet: 3, 151—153 (1931). 

Die bilinearen Relationen zwischen den Perioden der Integrale erster Gattung 
einer algebraischen Mannigfaltigkeit von n komplexen Dimensionen, welche fürn =1 
von Riemann, für beliebiges n von W. V. D. Hodge aufgestellt worden sind, werden 
als Folgen eines Satzes aus der These des Verf. nachgewiesen. van der Waerden. 

Weyl, H.: Über das Hurwitzsche Problem der Bestimmung der Anzahl Riemannscher 
Flächen von gegebener Verzweigungsart. Commentarii math. helvet. 3, 103—113 (1931). 

Das im Titel genannte Problem ist, wenn man von der Forderung des Zusammen- 
hangs der Riemannschen Fläche absieht, folgendem gruppentheoretischen Problem 
gleichwertig: In einer Gruppe G (in casu die symmetrische Gruppe der Permutationen 
von n Blättern) soll die Anzahl N der Lösungen der Gleichung 

88:9, —=]1 i 
bestimmt werden, wenn. die s, bsheie Klassen f, angehören. Die Lösung lautet, 
wenn h die Gruppenordnung ist und wenn für jeden Charakter y vom Grade g und jede 
Klasse f mit n U) Blementen 
WUELIOPZUE 


gesetzt wird, 
BEDAHRTHRRLAR 
x 


N 

Im Fall der symmetrischen Gruppe lassen sich die &(f) direkt berechnen als Summen 
von Koeffizienten von Youngschen Symmetrieoperatoren, oder auch nach Frobenius 
aus der Beziehung zur linearen Gruppe. Die Zusammenfassung der gefundenen Anzahlen 
in einer. erzeugenden Funktion ergibt für diese Funktion einen eleganten Ausdruck, 
aus der man durch formale Logarithmenbildung sogar die Anzahl der zusammenhängen- 
den Flächen mit gegebenen Verzweigungspunkten ohne weiteres erhält. Leider kann 
man mit der Schlußformel noch nicht viel anfangen. van der Waerden (Leipzig). 
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‚Stoilow, $.: Sur les valeurs des fonetions analytiques au voisinage de la frontiere 
d’un domaine de rögularit6, C, r. Acad. Sci. Paris 193, 14—16 (1931), 
Den Riemannschen Flächen der Umkehrfunktionen meromorpher Funktionen 


kommt folgende Eigenschaft zu; Es sei in der z-Ebene eine Kurve & gezogen, die von 


2%, nach z, führe. Dann kann man jedes Element der Umkehrfunktion von 2, aus bis 
in beliebige Nähe yon z, hin fortsetzen, ohne daß die Mittelpunkte der sukzessiven 
Funktionselemente eine beliebig schmal vorgegebene Streifenumgebung von & ver- 
lassen, Verf. untersucht nun die Gesamtheit der eindeutigen Funktionen mit dieser 
Eigenschaft. Besteht sie für ein Gebiet &, welches nicht notwendig mit dem Existenz- 
gebiet zusammenfällt, so hat man für den sog. Unbestimmtheitsbereich (Menge aller 
Häufungswerte von f(x) bei singulären Randpunkten von ©) zwei Möglichkeiten: 
Entweder er umfaßt die Vollebene (Satz v. Weierstraß bei meromorphen Funktionen) 


oder aber er ist völlig zusammenhanglos (totalement discontinue), Es gibt eine Zahl n, 


so daß im zweiten Falle alle Werte, die dem Häufungsbereich nicht angehören, höch- 
stens n-mal angenommen werden. Werte, die weniger oft angenommen werden, bzw, 
im ersten Falle, die nur endlich oft angenommen werden, sind asymptotische Werte. 
Beweise sollen später veröffentlicht werden. Ullrich (Marburg, Lahn). 

. Ahlfors, Lars: Zur Bestimmung des Typus einer Riemannschen Fläche. Com- 
mentarii math, helvet, 3, 173—177 (1931). 

Es werden einfachzusammenhängende, unendlichvielblättrige Riemannsche Flächen 
betrachtet, die über allen endlichen Punkten höchstens algebraisch verzweigt sind. 
Eine solche Fläche R werde von einem (beliebigen) Flächenpunkte z, aus durch Flächen- 
stücke R,, 0>%, ausgeschöpft. R, bestehe aus allen Punkten von R, die von 2, 
aus durch einen Weg der Gesamtlänge <o auf der Fläche erreichbar sind. Der Rand 
&, von R, besteht aus lauter vollen Kreisperipherien und habe die Gesamtlänge L(o). 
Die Fläche X ist stets nn von parabolischem Typus (auf die punktierte Ebene abbild- 


bar), wenn das Integral fü do/L(e) divergiert. Z(o) hängt eng mit der Verzweigtheit 
n(e) von R, zusammen, so daß der Ahlforssche Satz besagt: Eine BON der obigen 
Artist parabalisch; wenn sie sich genügend langsam verzweigt. [Dabeiist n (0)=>(p —1) 
über alle p-blättrigen Verzweigungsstellen von R,.] Die Doweisthefliode verdient 
ernste Beachtung: Die Uniformisierende 2.(x) bilde R auf eine Scheibe vom Radius 
R<=o ab, log z(x) also auf einen Halb- oder Vollstreifen. Der Rand €, von R, hat 
im Streifen ein Bild, das dessen beide Ufer verbindet und so nicht kürzer als ie sein 


kann, d.h. 
al ne de|. 


Ai wird die Schwarzsche ee angewendet, durch das dabei auftretende 
Le) dividiert und nach o integriert: 


do F ZA). 
el =jde| 
SE 

0 [2 Co 


Ide| 


(x) 


Das Integral rechts ist gleich dem Inhalt des Streifenteils rechts von der Bildkurve 


von Q,,; divergiert das Integral links, so muß also ein Vollstreifen, d.h. der para- 


bolische Fall vorliegen. * Ullrich (Marburg, Lahn). 
Ahlfors, Lars: Ein Satz von Henri Cartan und seineAnwendung auf die Theorie der mero- 

morphen Funktionen. Commentationes phys.-math, Soc, Sci. rien 5, Nr16,1—19 (1931), 
In der Theorie der meromorphen Funktionen spielen 3 Größen Hin Maß für die Wert- 

verteilung einer gegebenen Funktion f(x) einem beliebigen komplexen Werte a gegenüber 


. eine Rolle: Die Charakteristik 7'(r), die Anzahlfunktion N(r, a) und die Funktion 


2 


m(r,a) = Rz 16, rc. 2 
z 27) ® rer) — a 
A 


do. 


3*+ 
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Für jedes a ist dann N(r,a) + m(r,a) = T(r) + O(l). Im allgemeinen beherrscht N die 
linke Seite, nur für Ausnahmewerte, die f(x) ‚selten‘ annimmt, überwiegt m(r, a). Wäh- 
rend N und T als konvex in log r bekannt sind, wußte man bisher über das infinitäre Ver- 
halten von m (r, a) recht wenig; nur über den Quotienten m: T' waren Sätze bekannt. I. Der 
Limes inf. des Quotienten kann nur für abzählbar viele Werte «a positiv sein und die Summe 
aller positiven lim übertrifft nicht die Schranke 2. II. Der Limes sup. kann nur für eine Wert- 
menge a vom (linearen) Maß Null positiv sein (I von Picard-Nevanlinna, II von Valiron, 
verschärft von Nevanlinna und Littlewood). — In der vorliegenden Arbeit werden nun 
überaus interessante Beiträge zur Kenntnis von m (r, a) gegeben. Die Aussagen schließen ihrer 
Struktur nach an Satz II an und verschärfen ihn ganz erheblich. Die Arbeit erhält Gewicht 
durch die einfachen und vielversprechenden Methoden, die es gestatten, die Ergebnisse ohne 
Benutzung des zweiten Hauptsatzes der Nevanlinnaschen Theorie elementar zu be- 
gründen. An dessen Stelle tritt ein Satz über Abschätzung von Mittelwerten reeller Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen und eines komplexen Parameters (H. Cartan), wie 
z.B. m (r, a) eine solche ist. Der Satz beruht auf einem Lemma über additive Mengenfunk- 
tionen und ist im ersten Teil der Note allgemeiner und strenger als bei Cartan bewiesen, 
während er im zweiten Teil auf die Theorie der meromorphen Funktionen angewendet wird. — — 
Sei 2 eine L-meßbare Punktmenge der komplexen z-Ebene, D(E) eine additive Mengen- 
funktion auf 2, die für jede L-meßbare Teilmenge # von 2 erklärt ist. ® gestattet einen 
Ausdruck der ‚„Wahrscheinlichkeit“ w(e,a) = d(|2—a| <e):D(2) dafür zu bilden, daß 
ein z von 2 in die o-Umgebung von a fällt; diese Größe w(o, «) nimmt mit o ab. Bezeichne 
nun Ah(t) eine für 2>0 stetige, positive Funktion mit A(0) =0. Das Lemma besagt dann: 
Wie auch A(t) gewählt sei, es gilt w(o, a) < h(o) für alle positiven o und „fast alle‘ a bis 
auf eine Ausnahmemenge, die in eine Kreisfolge mit Radien o, eingeschlossen werden kann, 
derart, daß I)h(o,) < 6 (der numerische Wert der Schranke ist unerheblich). Daraus folgt 
v 


der Satz von Cartan: Ist g(t) für positive t positiv, monoton abnehmend und g(0) =», 
so gilt für den Mittelwert von g die Abschätzung 


h=1 
1 
&(0) g(z— a])d8 < | git) Akt) 
2 h= 
für alle a bis auf eine Ausnahmemenge mit obiger Eigenschaft; nur muß hier h(t) — etwas 
enger — so gewählt werden, daß das f g(t) dh(t) existiert, wenn es an der unteren Grenze un- 


0 
eigentlich werden sollte. — Sei nun f(x) =z meromorph in einem Kreise |x| < R=x. 
Dann lehrt der Cartansche Satz, angewandt auf m(r, a) z. B.: III. Bezeichnet /(r) eine Funk- 
tion, die beliebig langsam gegen © wächst, so ist für „fast alle“ «a 


lm (mir,a— An)<0, 
r>R 


d.h. die Kurven m(r, a) ragen noch in jeder Nähe von R unter die Kurve /(r) herunter. 
Wählt man speziell für A(r) eine Funktion von T(r), so ergeben sich im Falle AR < & Krite- 
rien für die Beschränktheit der Charakteristik u.a. m. IV. Es sei u(r) so vorgegeben, daß 
T(r) —u(r)— ©. Dann können anderseits Funktionen A(r) so konstruiert werden, daß 
die Differenzen m(r, a) — u(r) —A(r) für „fast alle“ a nach oben beschränkt sind. Wird 


R 
nämlich a(r) so gewählt, daß das Integral Ze existiert, so hat die Funktion 
u 
h=&(r) 
Ar) = EN fo, ar (für h(t) vgl. unten) 
( &(r) 8 t 8 s 
h=0 


die verlangte Eigenschaft. Durch Spezialisierung von h(t) und u(r) folgen daraus mehrere 
Sätze ohne weiteres, die bisher mühsam zu beweisen und alle in dieser Schärfe nicht bekannt 
waren. So z.B. IV;: Es gilt m: T3 = O(T®), für jedes &> 0 und „fast alle“ a. — „Fast 
alle‘ bleibt noch zu erklären. Zur Messung der Menge der Ausnahmewerte a, deren m(r, a) 
die obigen Abschätzungen durchbrechen können, kann eine in weitem Rahmen beliebige 
Funktion h(t) benutzt werden. Sie soll für > 0 stetig, monoton wachsend und im übrigen 
so beschaffen sein, daß das — an der unteren Grenze möglicherweise uneigentliche — Inte- 


gral j! n dt existiert. Wie immer dann auch n > 0 vorgegeben sei, die Ausnahmemenge 


0 
kann in eine Kreisfolge mit Radien o, eingeschlossen werden, und zwar so, daß >» h(o,) kon- 
vergiert und kleiner als „7 bleibt, Für h(t) = entsteht das in II. benutzte lineare Maß und 


ı 
} 
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eine Verschärfung der dortigen Aussage. Für hit) = 16, wobei ö>0, folgt z. B. IV;: 
lim m(r, a) : log T(r)= =1/6 ‚bis auf eine. Ausnahmemenge von ö-dimensionalem Maße Null 


j _ (Verschärfung eines Ergebnisses von Littlewood). Ullrich (Marburg, Lahn). 


Valiron, Georges: Remiarques sur certaines fonetions eonvexes. Proc. phys.-math. 
Soc. Jap., III.s. 13, 19—38 (1931). 
- Durch Verschärkthg der Definitionen kann der Verf. eine Montelsche Abhandlung 
[3. Liouv. (9), 7 (1928)] ergänzen und fortführen. 1. hebt er aus der Klasse der kon- 
vexen Funktionen jene als eigentlich konvex heraus, die keine Geradenstücke ent- 


“ halten; andernfalls nennt er die Funktion halbkonvex; auf solche Funktionen bezog 


sich die Montelsche Darstellung. Neben Kriterien für das Eintreten der Eigenschaft 
werden vor allem verschiedene Grenzwertbildungen daraufhin untersucht, ob die 
Grenzfunktion auch noch eigentlich konvex ist. Im allgemeinen ist sie nur halbkonvex, 
unter besonderen Einschränkungen aber eigentlich konvex. Bemerkenswert scheint; 


% 
daß allgemein neben logu(x) auch log hr u(x)dx eigentlich konvex in log ist. 2. wird 


ö 
eine ähnliche Verschärfung bei subharmonischen Funktionen vorgenommen. Eine 
Funktion heißt bekanntlich subharmonisch, wenn für jedes genügend kleine h 


2n 
ulz,y) — 3. [u + hcosd, y+ hsind) Ad <O 
ö 


ist; Verf. bezeichnet sie als eigentlich subharmonisch, wenn das Gleichheitszeichen 
nicht eintritt. Es folgt eine Reihe von Anwendungen, in denen u.a. mehrere Funk- 
tionen und: Mittelwertbildungen in den allgemeinen Zusammenhang der Arbeit ein- 
geordnet und studiert werden, von einer Gestalt, wie man sie z. B. aus der elementaren 
Beweistheorie des Picardschen Satzes, der Nevanlinnaschen Theorie, insbesondere 
auch algebroider Funktionen, ferner aus Arbeiten von Hardy, Pölya u. v.a.m. zu 
sehen gewohnt ist. Ist eine Funktion zweier Veränderlichen z, yin jeder Veränderlichen 
eigentlich konvex, wenn die andere als Parameter betrachtet wird, so ist sie eigentlich 
subharmonisch in z, y. In einem 2. Teile der Arbeit werden nun Funktionen betrachtet, 
die darüber hinaus über der Argumentebene konvex sind; d.h. ihre Bildfläche soll 
von jeder Ebene S, welche auf der Argumentebene senkrecht steht, in einer konvexen 
Kurve geschnitten werden. Zunächst werden einige Eigenschaften solcher Flächen her- 
geleitet, welche die bekannte Tatsache verallgemeinern, daß eine konvexe Kurve 
überall stetig und bis auf abzählbar viele Stellen differenzierbar ist, während im diesen 
Stellen noch einseitige Ableitungen existieren. Hier treten neben gewöhnliche Punkte, 
wo eine Tangentialebene existiert, noch solche Punkte, wo sich die Halbtangenten in 
2 Tangentialhalbebenen anordnen lassen, während in der einzigen Richtung der Schnitt- 
geraden sogar eine Tangente vorhanden ist (Haltepunkte) und anderseits solche Punkte, 
wo gar keine Tangente, sondern nur Halbtangenten vorhanden sind (Kegelpunkte). 
Jede Ebene S$ (wie oben) durch einen Kegelpunkt k schneidet die Bildfläche in einer 
konvexen Kurve, die aber in %k einen Knick aufweist. Es wird nun z. B. gezeigt, daß 
jede Funktion mit der betrachteten Konvexitätseigenschaft höchstens abzählbar 
viele Kegelpunkte besitzt; anderseits kann es auch isolierte Haltepunkte geben. Den 
Schluß bilden wieder Sätze über Mittelbildungen und ein dem oben genannten analoger 
Integralsatz für logu(z, y) für den eben eingeführten Konvexitätsbegriff. Ullrich. 

Nevanlinna, Rolf: Remarques sur les fonetions monotones. Bull. Sci. math., 
II. s. 55, 140—144 (1931). 

L’auteur complete d’une facon simple et elegante le theor&me classique de Borel 
sur les fonctions croissantes (Acta math. 20). En suivant la methode de Borel, en 
supposant u(r) positive et non EN pour r fini et positif, @(f) positive et 


decroissante pour i positif, telle que D(u) — fi o(t) dt ER IEtB, il etablit que la "OnB u. 
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totale ‚des intervalles pour lesquels (%) u + W (n}zuh)+L,r>n, 
ne depasse pas la limite (u) + D(w), % = u(r,). Au contraire, lorsque 
Vintegrale D (u) n’existe pas, on peut construire une fonction positive croissante u (r) 
qui verifie ’inegalite (*) pour toute valeur r positive. N. signale que son r&sultat, qui 
contient celui de Borel et les diverses inegalites qui en ont &t& deduites par differents 
auteurs, permet de simplifier la demonstration du theor&me relatif & l’ordre de m(r, f': f}; 
il ’applique’ä la recherche d’une limite superieure du maximum du module de la derivee 
d’une fonction entire en fonction du module maximum de la fonction. @.Valiron. 
Doetsch, Gustav: Über eine Integraldarstellung von meromorphen Funktionen. 
Sitzgsber. math.-naturwiss. Abt. bayer. Akad. Wiss.. München H.1, 1—16 (1931). 
Der. Verf. leitet erst in einfacher Weise eine bekannte Integraldarstellung von 


Broggi für das Reziproke eines Polynoms p(s) her. Es ist 1/p(s)= f Bes Pt). ‚dt, 


wo die Laplacesche Transformierte P (t) einer linearen homogenen Diseckalaene 
mit den Koeffizienten von p(s) genügt. Die Konvergenz findet in einer Halbebene 
statt, die sich mit der Integrationsrichtung dreht. Bei geeignetem Integrationsweg 
kann man die Darstellung überall außerhalb der konvexen Hülle der Nullstellen von 
p (s) verwenden. Die Integraldarstellung, die auch auf beliebige rationale und gewisse 
meromorphe Funktionen ausgedehnt werden kann, steht in.naher Beziehung zur Borel- 
schen Summe der Potenzreihe für 1/p(s). Dieser Zusammenhang wird genau unter- 
sucht. vr L. Ahlfors (Helsinki). 
Bureau, Florent: Sur les fonetions holomorphes dans un cerele de rayon fini et 
sur les fonetions entieres. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1629—1630 (1931). 

Verf. teilt mit, daß es ihm gelungen sei, seinen Satz vom Landauschen Typus 
zu verbessern (vgl. dies. Zbl. 1, 398), indem er die Schranke für den Kreisradius, 
die von mehreren Größen abhängt, von einer dieser Abhängigkeiten befreit. Ferner nennt 
er den Satz: Ist f(x) ganz transzendent, sind P(2) und Q(z) 2 Polynome, davon Q nicht 
nte Ableitung von P; dann hat wenigstens eine der beiden Funktionen f(x) — P(z) 
und /M(2) — Q (2) unendlich viele: Nullstellen, Ullrich (Marburg, Lahn). 

Teodoriu, Luca: Sur les zöros de la dörivee d’une fonetion holomorphe. Atti Accad. 
naz. Lincei, VI. s. 13, 591—593 (1931). 

- Wenn f(2) für z = z, regulär ist und dort eine einfache Nullstelle hat, wenn ferner 
& eine Nullstelle von f'(z) ist, so wird eine Abschätzung für |&— 2,| nach unten an- 
gegeben. - R. Schmidt (Kiel). 

Belardinelli, 6.: Le funzioni di variabili eomplesse. Rend. Semin. mat. e fis. Milano 
4, 6—17 (1931). 

Cet article est le texte d’une conference oü l’auteur rappelle comment se sont 
poses quelques-uns des probl&mes les plus &lömentaires de la theorie des fonct. de 2 var. 
complexes, et les compare aux probl. analogues relatifs & une variable: &quations aux 
der. part. auxquelles satisfait la partie reelle d’une fonction anal., rayons de converg. 
associes d’une serie de Taylor, singularites, proprietes des domaines de re&gularite 
(Hartogs, E.E.Levi, Julia), points d’indötermination, integrales doubles (Poin- 
care), fonctions hypergeomötriques et fonctions ©. L’auteur traite aussi de la repre- 
sentation d’un systeme 3, y(@ =2, +i2%, y=Yı+tys) par une droite de l’espace 
reel E & 3 dim. u, v, w, & savoir la droite joignant les 2 points v= .,v =, w=0 et 
u= Y,d= %Yy, W=1. Une transformation homographique sur x et y est caracterisee 
par ceci: c’est une transf. biunivoque et continue portant sur les droites de Z, et telle 
que les hyperboloides regl&es (paraboloides) dont les sections w = const. sont des cercles 
(droites) se transforment les uns dans les autres. Henri Cartan (Lille). 

Severi, Francesco: Les fonetions biharmenigues et la thöorie des fonetions analytiques 
de deux variables eomplexes. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 1514—1518 (1931). 

Eine biharmonische Funktion U ist der Real- bzw. Imaginärteil einer analytischen 
Funktion zweier komplexen Veränderlichen wundz w= nm +ti2,2=y, +iY). 
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Bekannt ist, daß man keineswegs — wie etwa bei harmonischen Funktionen in: der 
Ebene — die Werte einer biharmonischen Funktion auf dem Rande 4 eines vierdimen- 
sionalen Bereiches ® beliebig vorgeben kann; so ist etwa eine in einem Dizylinder bi- 


_ harmonische Funktion bereits durch ihre Werte auf einer gewissen (zweidimensionalen) 


Kurve des Randes eindeutig bestimmt. Der Ausgangspunkt der Untersuchungen des 
Verf.ist der Satz: Eine in ® harmonische Funktion U ist dann und nur 
dann in ı 8 biharmonisch, ir ee Ba ELOR Form: 
oU oU f 
sU= dm, Ita — Fans Ada? En dy— Eps ad, 

auf dem Rande fein RR Differential ist. Im’folgenden setzt Verf. 
stets voraus, daß die Funktionen im Innern und auf dem Rande des betrachteten Be- 
reiches regulär sind. Dann kann er zeigen: damit es zu einer auf dem Rande A 
vorgegebenen (dort regulären) Funktion u eine im Innern von B biharmo- 
nische Funktion U gibt, die mit u auf A übereinstimmt, ist notwendig 
und hinreichend, daß u gewissen (nicht näher angegebenen) Integral- und 
Differentialgleichungen genügt. Zum Schluß stellt dann Verf. den wichtigen Satz 
auf: Eine in 8 biharmonische Funktion ist eindeutig.bestimmt, wenn man 
ihre Werte und die der ersten Ableitungen auf einem regulären Kurven- 
stück Z des Randes A kennt. list — von gewissen einschränkenden Bedingungen 
abgesehen — beliebig, der Rand A ist regulär vorausgesetzt. Thullen (Münster i./W.). 


Spezielle Funktionen: 


Achyeser, N.: Über ein Tschebyscheffsches Extremumproblem. Math. Annalen 
104, 739—744 (1931). 

L’auteur donne une methode plus simple que celle de Tehebycheff pour 
resoudre le problöme suivant: determiner l’&cart minimum Z sur le segment (—1, +1) 
de l’expression de la forme 

et tz a2... +2 
te rn, 
Oü 09, 01, . . ., 0; sont donnes. Cet Ecart L est egal & la valeur absolue de la plus petite 
racine de l’&quation de degre I +1 


u — 2 Than el Zu Ty 

19-1 „Ua 2 ERHTg 0 
—=05 

Ty [0] 0) ng 


oü les quantites 7; sont des expressions lineaires simples des coefficients donnes o, 
que I’on obtient en imposant & 
ı 
Do - armi — ,Cof(n — i) arccosz 
i=0 
d’etre un polynome de degr& inferieur a n — |. S. Bernstein (Charkow). 
Szegö, G.: Zur Theorie der Legendreschen Polynome. Jber. dtsch. Math.-Verigg 
40, 163—166 (1931). 
The principal theorem of this paper states that all of the expressions 
f(2) = P,(eosy) + P,(cosy)z + Pz(cosy) 2? + »-+ + P„(cosy) 2" 
where P,„(cosy) is the nth Legendre polynomial and 0<y<n, have 
their zeros outside the circle |2| = 1. The proof consists in showing by means of 
the two Mehler formulas ki y 


t 
sin(2n + 1) eg 7; cos(2n +l)5dt 


P. (cos )= = es 
Mr 9 u Y2(cosy — oost) — cost) “ V2(cosy — cost) 
0 


Yy 
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that Rlerl: f(reir)) >0 for O0=zp=y 

and Q[eirl Krer)] >0 for ysp=n, 

thus that /(@) #0 in |2|<1, Q(«@)>0, and therefore that f(z) +0 in $ 
The RE is a generalization of Fejer’s theorem (Math. Ann. 67) that the sum of 
the first n Legendre polynomials, f(1), is positive in the interval 0 <y<x for all n. 
The theorem permits the author to affirm as true for all @ the following result originally 
given by him and W. Rogosinski [Math. Z. 28, 73—94 (1928)] only fr O <p=<nj2. 
Consider the totality of functions F (z) which in the unit circle are regular and in 
absolute value less than unity. Let s„(2) be the sum of the first » terms in the 
power series expansion of an F (z) about the origin. Then the maximum value of 
| eir s,(zemi®ir) — e”iP s„(ze!?/n) | where n, p, 2 are fixed, n a whole number, p > 0 
and |z2|=1, is ugs 


1 
. @\ II 
M,„(9) = 2 (sin®) = 2, (cos2) { 


The author mentions as a further application that if @ > 0 all of the zeros of the entire 
function. SZ BZ 1 
lm — P. ‚(eos2) NZ IEACZ, es2dz 
n>X n = 1) - 
lie in the right hand half of the s-plane. Marden (Milwaukee). 
Akimov, Michael: Über einige Anwendungen der Besselsehen Funktionen mehrerer 
Variablen. (Stockholm, Sitzg. v. 24.—29. VIII. 1930.) Verh. 3. internat. Kongr. techn. 
Mech. 2, 459—467 (1931). 
Weierstrass hat gezeigt, daß die Umkehrung x (t) eines Integrals vom Typus - 
7 


7 Fa) de I e<r<c, F(x) #0Oundoo 


x —c)(’—x) 


eine periodische Funktion ist; er hat die Entwicklung dieser Funktion in eine'tri- 
gonometrische Reihe durchgeführt. (Werke, 2, 1.) Appell griff den Gedanken von 
Weierstrass wieder auf. Er löste das Umkehrungsproblem durch ein Approxi- 
mationsverfahren und. zeigte, daß die Koeffizienten in der trigonometrischen Ent- 
wicklung der Annäherungslösungen als Differenzen von Besselschen Funktionen 
mehrerer Veränderlichen betrachtet werden können (Cr. Acad. Sci. Paris 160, 419). In 
einer Reihe von Veröffentlichungen untersuchte der Verf. die Eigenschaften dieser er- 
weiterten Besselschen Funktionen (Cr. Acad. Sci. Paris 163, 26;.165, 23; 185, 409). In 
der vorliegenden Arbeit wendet er das Umkehrungsverfahren auf eine Reihe von 
Problemen der Mechanik an, die auf Integrale des besagten Typus führen (ebener, 
konischer und sphärischer Pendel, Biegung eines Stabes, Schwingungen bei quadra- 
tischer Dämpfung). Unter Verwendung der von ihm aufgestellten Reihen für die 
Besselschen Funktionen mehrerer Variablen erhält er die bekannten Näherungs- 
lösungen. H. Jordan (Rom). 

Chaundy, T. W.: Integrals expressing produets of Bessel’s funetions. Quart. J. 
Math., Oxford ser. 2, 144—154 (1931). 

Aus 2 Differentialgleichungen (a) und (d) besonderen Typus läßt sich durch eme 
Art symbolische Produktbildung eine Differentialgleichung (c) gewinnen mit der 
folgenden Eigenschaft: sind @(z) und y(z) Lösungen der Differentialgleichungen (a) 


und (b), so ist das bestimmte Integral jk p(z/t) p we, längs eines passenden Weges 


erstreckt, eine Lösung der Gleichung (c). (Das Mellinsche Prinzip.) Um für das Produkt 
zweier Zylinderfunktionen eine Integraldarstellung zu erhalten, geht der Verf. von 
der Differentialgleichung (c) aus, der ein solches Produkt genügt, und zerlegt sie in 
symbolische Faktoren (a) und (b). Die Differentialgleichungen (a) und (b) haben als 
Lösungen @ und y Zylinderfunktionen bzw. einfache algebraische oder transzendente 
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Funktionen. Das Mellinsche Integral über sie ist eine Lösung von (c), und zwar — bei 
geeigneter Koeffizientenbestimmung und Wahl des Integrationsweges — das Produkt 
von Zylinderfunktionen, von dem man ausging. H. Jordan (Rom). 

Rutgers, J. 6.: Sur quelques integrales definies se rattachant aux fonetions de 
Bessel. IH. Proc. roy. Acad. Amsterd. 84, 427—437 (1931). 

Der Verf. wertet eine Anzahl von Integralen ähnlicher Art wie im 1. und 2. Teil 
seiner Arbeit aus (vgl.-dies. Zbl. 1, 287), unter besonderer Berücksichtigung ganz- 
zahliger Werte der Indizes. H. Jordan (Rom). 

-Poole, E: 6. C.: A problem concerning the hypergeometrie equation. II. Quart. J. 

Math., Oxford ser. 2, 90—96 (1931). 
Im Anschluß an Fragestellungen Markoffs und van Vlecks untersucht der 
Verf., unter welchen Bedingungen das Produkt einer Reihe von Lösungen %, , %3 --:, Ya 
der hypergeometrischen Differentialgleichung eine ‚„monodrome“ Funktion der un- 
abhängig Veränderlichen x, d.h. eine analytische Funktion mit eindeutiger logarith- 
mischer Ableitung ist. (In den von H. A. Schwarz vorzugsweise betrachteten Fällen 
gibt es eine Anzahl Lösungen, deren jede symmetrische Funktion rational von x ab- 
hängt.) Es ist leicht einzusehen, daß für jede Singularität die Exponentendifferenz 
rational sein muß und der Nenner (Ord. d. Sing.) nicht größer als n sein kann. Zu jedem 
festen n kommt daher für die Ordnungen der. drei Singularitäten nur eine beschränkte 
Anzahl Möglichkeiten in Frage, die der Verf. einzeln durchprobiert, und zwar in der 
I. Mitteilung [Quart. J. Math., Oxford ser. 1, 108—115 (1930)] für n —=1, 2, 3, in der 
vorliegenden II. Mitteilung für n = 4,5. Es zeigt sich, daß für alle n eine Lösung seines 
Problems existiert, wenn eine der drei Singularitäten die Ordnung 1 hat, d.h. außer- 
wesentlich ist (dann müssen die anderen beiden gleiche Ordnung haben) und die Diffe- 
rentialgleichung zwei monodrome [d.h. bis auf Faktoren x? (1 — x)? eindeutige] 
Lösungen besitzt. Ferner gibt es auch dann immer ein Produkt von n Lösungen, das 
monodrom ist, wenn die Differentialgleichung zwei quadratische Singularitäten besitzt. 
Außerdem bieten nur für n = 4 die Fälle, in denen die Ordnungen der Singularitäten 
(3, 3, 2) und (3, 3, 3,) sind, Interesse. Die Methode des Verf. besteht darin, das fragliche 
Produkt in der Umgebung zweier singulärer Stellen als binäre Form in den betreffenden 
Fundamentallösungen darzustellen und die Formen zu vergleichen. v. Koppenfels. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung: 

Rorty, Malcolm €.: Statisties and the seientifie method. J. amer. statist. Assoc., 
N. s. 26, 1—10 (1931). 

Ferger, Wirth F.: The nature and use of the harmonie mean. J. amer. statist. 
Assoc., N. s. 26, 36—40 (1931). 

‚Riehards, Henry I.: Analysis of the spurious effect of high intereorrelation of 
independent variables on regression and correlation coefficients. J. amer. statist. Assoc., 
N..s. 26, 21—29 (1931). 

Pearson, Karl, and Egon $. Pearson: Appendix to a paper by Dr. Wishart. Tables 
of the mean value and squared standard deviation of the square of a multiple correlation 
coeffieient. Biometrika (Lond.) 22, 362—367 (1931). 

For the expression of the mean value and second moment of R? where R is 
the multiple correlation coefficient, this paper makes use of certain functions which 
appeared in a paper in Biometrika 11, 334—335. In this way, the paper provides 
methods and: tables which facilitate the calculation of the mean and second moment 
of R2. H.L. Rietz (Iowa City). 

Wishart,.3.: The mean and second moment coeffieient of the multiple eorrelation 
coeffieient, in samples from a normal population. (Statist. Dep., Rothamsted Exp. 
Stat., Harpenden.) Biometrika (Lond.) 22, 353—361 (1931). 

This paper starts with the known sampling distribution of R® as given by R. A, 
Fisher, and finds expected values of the mean and second nıoment of R?. The results 
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are expressed in terms of e, the true correlation coefficient in the universe; a, which is 
one-half the number of degrees of freedom due to the regression function; and db, which 
is one-half the number of degrees of freedom due to variations from the regression 
function. The first-and second moments of R?, are actually determined in the case 
4b=1,2,3, and are inferred for any b. The distribution of R2 rather than of R is 
dealt with because that of R? seems the simpler, but for d=1, 2,3, the expected 
values of the mean and second moment of R are also given. Rietz (lowa). 

Wright, Sewall: Statistical methods in biology. (92. ann. meet. of the Amer. Statist. 
Assoc., Oleveland, 29.—31. XII: 1930.) J. amer. statist. Assoc., N.s. 26, Suppl.-H., 155 
bis 163 (1931). 

@ Volterra, Vito: Lecons sur la th&orie math&matique de la lutte pour la vie. Paris: 
Gauthier-Villars 1931. VI, 214 8. Fres. 60.— 


Der Kampf ums Dasein („lutte pour la vie"), wovon hier die Rede ist, ist der hielokinolie 
Kampf zwischen Tiergattungen, in demselben Gebiete lebend, und zwar lebend entweder 
voneinander oder von denselben im Gebiete vorhandenen Lebensmitteln. Das Buch enthält 
im wesentlichen dieselben Resultate, die vom Verf. 1926 in den ‚„Mem. d. R. Academia dei 
Lincei‘‘ veröffentlicht wurden. Die Anzahl N, einer einzigen Gattung in unveränderlichen 
Umgebungen lebend, wird durch die Gleichung d&N = - N + dt bestimmt und führt also zur 
exponentiellen Variation N = N,e‘C-%. Geben wir die Unveränderlichkeit der Umgebungen 


1 dN 
N .dt 
mehrere zusammen lebende Gattungen, ist es natürlich der Variationskoeffizient als Funk- 
tion der Anzahl N,, der ö Gattungen oder sogar als Funktion der Zeit anzusehen, wenn die 


Lebensbedingungen sich mit der Zeit ändern. Die Form der Gleichungen wird also: - . ee 
= HN. Na TERER N,). Dieses genügt jedoch nicht: Die Werte von s sind manchmal mehr von 


den Werten einer schon zurückgelegten Zeit als von den gleichzeitigen Werten von N, ab- 
hängig. Dadurch wird man auf Volterrasche Integro-Differentialgleichungen geführt. Das 
Buch zerfällt hierdurch in 2 Teile: Im ersten werden augenblickliche Wirkungen der Ursachen 
vorausgesetzt, im zweiten wird den Retardationen (Erblichkeitseffekten) Rechnung getragen. 
Im ersten Teil wird zuerst — als „‚Übungsbeispiel‘“ — der Fall zweier Gattungen, die um 
dieselben Lebensmittel konkurrieren, behandelt und darauf 2 Gattungen, die einander ver- 
zehren. Die Gleichungen werden durch Diagramme erläutert und 3 Gesetze entdeckt, näm- 
ich von den ‚„Fluktuationen“, von der Bewahrung der Mittelzahlen und von den Perturba- 
tionen der Mittelzahlen. Die Umstände, die eine der Gattungen zum Verschwinden bringen 
würden, werden studiert. Man merkt doch schon hier, daß man die Retardationen nicht 
entbehren kann. Die Erweiterung an einer größeren Anzahl von koöxistierenden Gattungen 
wird vorgenommen und bei einem Fall mit 3 Gattungen wird die Notwendigkeit eines mit 
der Reibung in der Mechanik analogen Elementes entdeckt. Der zweite Teil führt nun syste- 
matisch die Retardationen ein und versucht die Gesetze des ersten Teils auf diesen Fall 
zu erweitern. Die zahlenmäßigen Anwendungen der Theorien auf wirkliche Erfahrungs- 
reihen sind ziemlich zahlreich vorkommend. Es werden solche erwähnt aus vielen Ländern 
und vielen verschiedenen Tiergattungen. Carl Burrau (Kopenhagen). 
Fieller, E. €.: The duration of play. Biometrika (Lond.) 22, 377—404 (1931). 
Deux joueurs A et B possedant au commencement du jeu respectivement a et b 
pieces ont dans chaque partie des probabilites p et q (p + q = 1) de gagnier une piece. 
On se propose de calculer la probabilit& „P,, que B sera ruine vers la n-i&me partie 
aux plus et plus töt que A. Pour le cas de a infini l’auteur d&montre la formule de 


Moivre en 
ana = Po = PL + dpg + > pgQ-+--- 
et une formule nouvelle 


al +Hi+ hit) +lplPI,K bb +i+Li+), (1) 


BEH2L N 4% 
TE ee 


ou l’on a = 1 
J,n—s+1,s) fer —_ a fee — „)1de. 

() ö 
Dans le $ 4 sont indiqu&es quelques möthodes du calcul approximatif de l’expression (1). 


Pour le cas general (de a fini) on a aussi une formule d’Ampere et une formule nouvelle. 
Le $ 5 contient un historique complet de la question. A. Kolmogoroff (Moskau). 
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Levy, Paul: Sur un th&or&me de M. Khintehine. Bull. Sei. math., II. s. 55, 145 


"bis 160 (1931). 


Proseguendo le sue ricerche sulla legge forte dei grandi numeri, I’A. si propone, 
limitandosi al caso piü semplice (di Bernoulli), di precisare il problema dello studio dei 
grandi valori dello scarto, e di rinforzare la limitazione data dal teorema di Khintchine, 
che costituisce il risultato fondamentale sull’ argomento. Esso dice che in una succes- 
sione di prove indipendenti con probabilitä costante & lo scarto s, tra probabilitä e 
frequenza sulle prime n prove ha probabilit =0 sec> 1, —=1sec=ll, di sorpassare 
infinite volte cop(n), conp(n) = Y2loglogn e a — Ya(l— &):n = scost. (quadr. 
medio. Tale teorema determina l’elemento di separazione fra le funzioni di un tipo 
particolare per cui la probabilitä d’ essere infinite volte superate dagli scarti in una 
successione di prove & rispettivamente O0 e 1; il teor. II dell’ A. assicura che, comunque 
si scelga la funzione @(n), la probabilita in questione & sempre o 0 ol, e quindi il pro- 
blema considerato conduce a stabilire una separazione in una scala di crescenza, e 
precisamente (per i teorr. III e IV) a una separazione del terzo tipo. Ciö significa che 
essa non & individuabile mediante un elemento di separazione (primo tipo), n& mediante 
una successione numerabile (secondo tipo). Si ha cioe un caso analogo a quello cui 
conducono le condizioni relative alla convergenza di serie come la >’p(n); & vero- 
simile quindi che la soluzione completa del problema possa esprimersi mediante la 


convergenza di una serie, forse la Date cono(n) = Y2logA(n), come I’ A. accenna. 


La ricerca dell’elemento di separazione in una classe particolare di funzioni, come 
quella del teor. di Khintchine, non puö pertanto risolvere completamente il problema, 
ma puö perö naturalmente condurre a una limitazione piü precisa. Cosi I’ A. si occupa 
delle funzioni del tipo @(r) = Y2(loglogn + c’logloglogrn) e dimostra (teor. I) che 
V’elemento di separazione si ha per un valore di c’ compreso fra !/, e ®/,, verosimil- 
mente per ’ =]. Bruno de Finetti (Roma). 

Aitken, A. C., and A. Oppenheim: On Charlier’s new form of the frequeney funetion. 
Proc. roy. Soc. Edinburgh 51, 35—41 (1931). 

' The well known Ve ee frequency series of Type A may be written in the 


form 00 
f(x) = exp (a, Dr)o«), where (x) = (2n)"te-*. (1) 
r=3 


Charlier’s new form of frequency function was designed to overcome certain practical 
defects in the use of this Type A series. The main practical defect in question relates 
to the fact that the order of magnitude of the successive coefficients of the Type A 
series does not decrease regularly from term to term. The new form of frequency 
function deals with the expansion of log f(x) instead of f(x). Thus expanded in a series 
of Hermite polynomials, 


a8 z* 


logf(x) = — 5 log2r ee a 65H; + c4H4 + where H,—= (—1)fe2 Dre es (2) 


Chalier showed that c, in I is of the same order as a, in (l) as far as c, and 
surmised that c, is generally of the same order as a,. The truth of this conjecture 
is proved in the present paper by establishing a certain recurrence relation from 
which induction is possible. In spite of the theoretical interest of the new frequenty 
function, its practical advantages are questioned in two respects in the present paper. 
First, the logarithms of the small frequencies would be numerically large; second, 
the values of the coefficients would be found from orthogonal properties of Hermite 
polynomials, and would thus involve integrations between infinite limits which 
would be found approximately from the sum of discrete ordinates. The accu- 
racy of the approximations would be a subject for investigation. 
H.L. Rietz (Iowa City). 
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Numerische und graphische Methoden. 


Lindeberg, J. W.: Über die Herleitung einiger Formeln für mittlere Fehler. Skand. 
Aktuarietidsskr. H. 1/2, 30—42 (1931). 

Es sei x ein m-dimensionaler zufälliger Vektor, für dessen sämtliche Koordinaten 
% 5 %g5 +++, %, zur Vereinfachung die wahrscheinlichen Werte Mx, = 0 angenommen 
werden. Die wahrscheinlichen Werte o,,= M(z,2,) der Produkte z,z, sollen exi- 
stieren, endlich sein und eine von Null verschiedene Determinante haben. Verf. 
untersucht den mittleren Fehler ef der empirischen Bestimmung einer homogenen 
Funktion f(o,, , 012; - - -, (mm) der o„, vom Grade I, wenn n unabhängige Beobachtungen 


LalX14> Zei,» -, %mı) des Vektors r gemacht und auf Grund davon in / statt der o,, die 
N 
Näherungswerte 0,,— = 2 Tuit,, eingetragen werden. Mit Of/do,, = fu, gilt 


1 
ef = u BER CRE Tre‘ un)’ 
u=v 
2f= = M (Zins) —_ ep e 


Diesen Ausdruck formt Verf. um, indem er die positiv definite quadratische Form 


und wegen D/u,0., =1/ 
uzv 


Zopsud = M Far) in eine Summe von Quadraten transformiert und mit 
ES A ei, 
in den Basen dieser Quadrate einen neuen m-dimensionalen Vektor u(u, , U, .. . -, Un) 
einführt. Es zeigt sich Mu, =0, Mu, =1, M(u„w,) = 0 für u #» und u, als pro- 
portional dem parallel zu einer Achse gemessenen Abstand von einer gewissen (Re- 
gressions-)Ebene. Dürch die k und u läßt sich (hierin liegt der Kernpunkt der Arbeit) 


2 fur&ux, ausdrücken. — Angewandt werden die Ergebnisse 1. auf den partiellen 
n= 
Beire@ipnskveffisienten von x, in bezug auf x, mit Rücksicht auf ,, .. ., 2; 2. auf 


den partiellen Korrelationskoeffizienten R von x, und x, mit Rücksicht auf z,,..., 2 
— bekanntes, aber meist höchst verwickelt hergeleitetes Resultat eR— I— R2/yn ; 
3. auf einen in eu auftretenden Bruch aus zwei der %; 4. auf den Bruch aus der Deter- 
minante D und dem Produkte von o,, mit seiner Unterdeterminante in D; 5. auf die 


Determinante D — als m-dimensionales Analogon des mittleren Fehlers &o — o Y2/n 
für das Streuungsquadrat o einer eindimensionalen zufälligen Veränderlichen findet sich 
eD = D 2m/n. — Vgl. auch F. Bernstein, Über den mittleren Fehler der Potenz- 
momente, Z. Versich.wiss. 30, H. 3. 4A. Walther (Darmstadt). 

Schive, J.: Berechnung des mittleren Fehlers der ausgeglichnnen Werte. Ein 
neues Verfahren. Z. Vermessgswes. 60, 323—329 (1931). 

Es seien n unabhängige Beobachtungen /; nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate ausgeglichen worden, ihr mittlerer Fehler sei m;, der mittlere Fehler der ausge- 
glichenen Größen Z; si M,. &;= Ah + +44 +4,11; es wird abgeleitet, daß 

=; - m}. [M?]/n ist ein Maß für die durchschnittliche Genauigkeit der ausgeglichenen 
Größen. Für Beobachtungen vom gleichen Gewicht 1 wird gezeigt, daß diese durch- 
schnittliche Genauigkeit der Anzahl n der Beobachtungen direkt, der Anzahl « der not- 
wendigen Beobachtungen umgekehrt proportional ist. Verf. schlägt vor, [M?]/n als Maß 
für die Genauigkeit der fertigen Arbeit zu benutzen und als ‚‚mittleren Fehler der aus- 
geglichenen Beobachtung“ zu bezeichnen. M—=myu/n. Für den Spezialfall bedingter 
Beobachtungen mit nur einem Widerspruch (Dreiecksberechnung) wird. ein Beispiel 
durchgeführt. @. Koehler (Darmstadt). 

Walker, Gilbert: On periodieity in series of related terms. Proc. roy. Soc. Lond. A 
131, 518—532 (1931). 

Gegeben sei eine lange Reihe äquidistanter Werte, %, üg,... in Abweichungen 
von ihrem Mittelwert. In dieser Reihe werden Perioden vermutet. Im Anschluß an 


m 
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eine Arbeit von Yule wird der Fall behandelt, daß die u den Zustand eines dynamischen 
Systems mit einer oder mehreren Eigenperioden und mit Dämpfung darstellen. Eine 
Reihe zufälliger äußerer Störungen erzeugt Schwingungen des Systems, die sowohl 
in Amplitude wie Periodenlänge wechseln. Die gewöhnliche Periodogrammanalyse 
ist in diesem Fall unzweckmäßig. Der Zusammenhang zwischen je s aufeinanderfolgen- 
den Termen wird linear angenommen u, = QUz_1 + 9aUx-g3 +" + 9sU,_-,, mit 
konstantem s und konstanten Koeffizienten 9,,...,9;. Die Lösungen dieser linearen 
homogenen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten werden diskutiert. 
Die Korrelationskoeffizienten r, zwischen u-Termen, deren Indizes sich um p unter- 
scheiden, lassen die natürlichen Perioden der u, besser erkennen, wenn r, als Funktion 
von p betrachtet wird. Als Beispiel dienen 177 vierteljährliche Mittelwerte des Luft- 
drucks in Port Darwin. Sie zeigen starke Persistenz, ferner zwei Perioden von 34,5 Mo- 
naten und 11,5 Jahren Länge. Dämpfung ist in. der kurzen Periode wegen der un- 
‚genügenden Länge der Reihe nicht zu erkennen; die lange Periode scheint solaren 
Ursprungs zu sein. J. Bartels (Washington). 

Starke, Dorothea: Ein graphisches Verfahren zur Auflösung eines linearen 
Gleichungssystems mit komplexen Koeffizienten. (Inst. f. Angew. Math., Univ. Jena.) 
Z. angew. Math. u. Mech. 11, 245—247 (1931). 

Ein System von n RR Gleichungen mit n Unbekannten a 4 + % = 0 


(k=1,2,...,n), wobei die a;, und a, komplexe Zahlen sind, wird air ein System 
von n Polygonzügen graphisch dargestellt, indem die zu einer Gleichung gehörigen 
n + 1 komplexen Zahlen so aneinander gereiht werden, als ob sie (in der bekannten 
Darstellungsweise der komplexen Zahlen) addiert werden sollten. Es wird gezeigt, 
wie man graphisch Polygonzüge ermitteln kann, die weiteren Gleichungen des Systems 
entsprechen. Wird diese Konstruktion so eingerichtet, daß zwei benachbarte Ecken 
des neuen Polygons zusammenfallen, so entspricht dies dem Verschwinden eines Koeffi- 
zienten in der betreffenden Gleichung. Damit ist die Grundlage für einen Eliminations- 
prozeß gewonnen. Als Beispiel wird das Verfahren für ein System von zwei Gleichungen 
mit zwei Unbekannten durchgeführt. Außerdem werden einige Angaben zur praktischen 
Durchführung gemacht. Pingitzer (Wien). 

.  Ballantine, J. P.: Numerical solution of linear equations by vectors. Amer. math. 
Monthly 38, 275—277 (1931). 

Kryloff, Nicolas: Les m&thodes de solution approch@e des probl&ömes de la physique 
mathömatique. Procedes de l’algorithme variationnel (methode de W. Ritz), des diffe- 
rences finies, ete., justifi6s par P’appreeiation de l’erreur commise ä la m!dme approxi- 
mation. (Problömes ä une dimension.) M&m. Sci. math. H. 49, 1—69 (1931). 

Als Hauptgesichtspunkt, unter dem vorstehende Arbeit geschrieben wurde, gibt 
Verf. an: Vorhandene Näherungsmethoden zur Lösung gewisser Differentialgleichungs- 
probleme so auszubauen und neue Methoden so anzugeben, daß der bei der m-ten Nähe- 
rung begangene Fehler abgeschätzt werden kann, und zwar so, daß ‚die Abschätzung 
möglichst wenig von dem wirklichen Fehler abweicht“. Letzteres Ziel, das meines 
Erachtens überhaupt unerreichbar ist, wird vom Verf.in keiner Weise ernstlich in 
Angriff genommen, er will vielmehr seine Untersuchungen als einen ersten Schritt dazu 
aufgefaßt wissen. Man kann überhaupt der Ansicht sein, daß die erhaltenen Ab- 
schätzungen bei einigermaßen komplizierten praktischen Aufgaben sehr roh ausfallen 
werden. Das soll natürlich den Wert der Arbeit nicht herabmindern, denn die Fehler- 
schranken und vor allem die zu ihnen führenden Abschätzungsmethoden interessieren 
den reinen wie den angewandten Mathematiker auch an sich. Es ist sehr zu begrüßen, 
daß der Verf. einmal zusammenhängend die von ihm und seinem Schüler, N. Bogoliou- 
boff, in einer großen Reihe vereinzelt erschienenen Arbeiten erhaltenen Resultate 
dargestellt hat. Wesentlich neue, noch unveröffentlichte Ergebnisse scheinen in vor- 
liegender Abhandlung nicht hinzugekommen zu sein, und auch die schon veröffent- 
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lichten Resultate sind’nicht in ihrer vollen Allgemeinheit wiedergegeben, Im wesent» 
lichen handelt es sich hier um das erste Randwertproblem einer Sturm-Liouvilleschen 
Differentialgleichung: 


2 po] + ae + r@ly=i@), yO=yM)=0, pazn>% 


und auch darin wird an einzelnen Stellen noch die Annahme p = 1 eingeführt. — Das 
erste Kapitel behandelt diejenigen aus der Variationsrechnung fließenden Methoden 
der näherungsweisen Integration, die sich an die Ritzsche Methode anschließen. Man 
findet zunächst (nach einigen Bemerkungen über ältere Konvergenzbeweise für das 
von Ritz angegebene Verfahren) Fehlerschranken für die Lösung im Falle Ap(«) 
+r(x)<0, dann Abschätzungen für die mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens an- 
genäherten Eigenwerte und Eigenfunktionen der homogenen Gleichung, und schließ- 
lich wird die angenäherte Lösung der inhomogenen Gleichung untersucht, im Falle, 
daß A kein Eigenwert ist. Am Ende des Kapitels wird noch die nichtlineare Differen- 
tialgleichung y’’ = f(x, y); y(0) = y(l)=0 behandelt unter der die Eindeutigkeit 
der Lösung sichernden Annahme f/(z, y)>0. — Das zweite Kapitel bringt in ge- 
drängter Kürze Fehlerschätzungen für einige Methoden zur angenäherten Lösung von 
Sturm-Liouvilleschen Randwertproblemen unter Verwendung der Differenzenrechnung. 
Dabei wird nur das Problem der Abschätzung der Eigenwerte explizit in Angriff ge- 
nommen. Erwähnt sei noch das der Arbeit angefügte ziemlich ausgedehnte Literatur- 
verzeichnis. Rudolf Iglisch (Aachen). 
Haynes, F. B., and L. €. Haynes: The knife-edge or hatchet planimeter. (Polytechn. 
Inst., Blacksburg, Va.) Rev. sci. Instrum., N.s. 2, 396—400 (1931). E 


» Gray, T. S.: A photo-eleetrie integraph. (Massachusetts Inst. of Technol., Cambridge 
[V.8.4.].) J. Franklin Inst, 212, 77—102 (1931). \ 

Es ist T. 8. Gray unter Benutzung der Resultate früherer Forschungen gelungen, 

einen brauchbaren Apparat zu bauen, der nicht nur gewöhnliche sondern auch von 


einem Parameter i abhängige Integrale der Form 
t oder b 


[ta ga+ Ad (1) 


auswerten kann und somit u. a. bei der praktischen Auflösung von Integralgleichungen 
‘und bei der Harmonischen Analyse nützlich ist, 

Die Wirkungsweise des Instruments ist folgende: Die Strahlen einer genügend langen 
vertikal aufgestellten Lichtquelle werden durch zwei parallele, mit je einem Loch versehene 
ebene Schirme abgeblendet. Das Loch des vorderen Schirms wird von der Kurve y = f(A), 
der (horizontalen) A-Achse und den Ordinaten A =.a, A = b begrenzt, dasjenige des hinteren 
Schirms von der entsprechenden Figur, wo f(A) durch g(A) ersetzt ist. Die Ränder der beiden 
Löcher sind jedoch nicht mit demselben Maßstab gezeichnet, sondern das Verhältnis der 
Maßstäbe ist gleich demjenigen der Abstände der Schirme von der Lichtquelle. Die Betrach- 
tung eines Streifens von der Breite dA in der Umgebung einer Ordinate g(A) lehrt, daß die 
darauf fallende Lichtmenge proportional zu f(A)g(A)dA ist. Folglich ist die ganze durch- 

b 


fallende Lichtmenge proportional zu / f(A) g(A) dA, Gibt man nun dem zweiten Schirm eine 


& 

horizontale seitliche Verschiebung der Größe i und bedeckt das nicht zu betrachtende Inter- 
vall, so wird die Lichtmenge von dem Integral (1) dargestellt. Soll das Minuszeichen in (1) 
berücksichtigt werden, so muß noch eine Umlegung des g-Schirms hinzutreten. Um das von £ 
abhängige Integral (1) auszuwerten, hat man also eine gewisse mit i veränderliche Licht- 
menge zu registrieren, indem man diese mit einer konstanten Lichtmenge derselben Quelle 
vergleicht. Zu dem Zweck bedient sich G. zweier photo-elektrischer Zellen, eines mit 
dem g-Schirm verschiebbaren Galvanometers und einer Vorrichtung zur Aufzeichnung des 
Galvanometerausschlages als Funktion von t. Er bespricht die Einzelheiten seines Apparats 
sowie die Bedingungen, unter weichen derselbe exakt arbeiten kann. Der Integraph ist mit 
gutem Erfolg u.a. bei der Auflösung einer Volterraschen Integralgleichung durch sukzessive 
Approximationen erprobt. Die. Aufzeichnung einer Integralkurve durch das Instrument 
nimmt nach G, nicht mehr als 5 Minuten in Anspruch; die Unsicherheit der Ordinate der- 
selben beträgt 2—5%. Nyström (Helsingfors). 
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Hellerich, Johannes, und Robert Schmidt: Numerische Auswertung von Stieltjes- 
integralen. J. f. Math, 164, 243—255 (1931). - 
Da es im Hinblick auf Anwendungen nützlich erscheint, für die numerische Aus- 


j b ; 
wertung von Stieltjesintegralen h /(x) d@ (x) besondere Näherungsformeln aufzustellen, 


a 
haben Hellerich und Schmidt solche entwickelt unter folgenden oft zutreffenden 
Voraussetzungen. Wenn f(x) durch ein Polynom approximiert wird, tritt die Aus- 
A 


wertung von „Momenten“ u; = il a*d@ (x) auf. Es wird angenommen, daß nicht bloß 
: ba 
diese Momente, sondern auch [ f(x) dx in jedem vorkommenden Intervall als bekannt 


e [77 
angesehen werden dürfen. Falls /(x) durch eine ganze lineare Funktion P (x) ange- 
nähert wird, können zwei Bedingungen erfüllt werden, nämlich erstens die Integral; 


gleichheit zwischen /(x) und P (x) im Intervall (a, b), d.h. / Pio)daa— \ f(x) )dz 


und ferner die Bedingung der Parallelität der Geraden y = P x) und der Nena der 
Kurve y=f(x) zwischen den Punkten =a und 2—=b. Bei der Annäherung von 
f(x) durch ein Polynom zweiten Grades können außer der erwähnten Integralbedingung 
auch diejenigen der Übereinstimmung der Funktionen f(x) und P(x) in den End- 
punkten des Intervalls erfüllt werden. Bei der praktischen Auswertung eines bestimm- 
ten Integrals kommt meistens eine der bereits näher angezeigten Methoden zur An- 
wendung, und zwar in den einzelnen (gleich großen) Teilintervallen von (a, b). Dann 
läßt sich der Integrationsfehler mit Hilfe eines Differenzenschemas verhältnismäßig 
leicht abschätzen. Die Brauchbarkeit der Methoden wird durch tatsächliche Berechnung 


2 


© Schwerdt, H.: Die Anwendung der Nomographie in der Mathematik. Für Mathe- 
matiker und Ingenieure dargestellt. Berlin: Julius Springer 1931. VII, 116 8. 104 Taf. 
u. 240 Abb. geb. RM. 28.—. 

Der Begriff der Nomographie erfährt eine fruchtbare Verallgemeinerung durch 
die Anwendung nomographischer Darstellungsmethoden auf rein geometrische Be- 
ziehungen; das Nomogramm dient in diesem Fall nicht nur zur Rationalisierung des 
numerischen Rechnens, vielmehr soll es auch einen bequemen Überblick über geo- 
metrische Mannigfaltigkeiten verschaffen. Unter diesem Gesichtspunkt liefert, das 
vorliegende Werk eine große Zahl von Anwendungsbeispielen aus verschiedenen Ge- 
bieten der Mathematik. Der Text dient nur zur Erläuterung der Abbildungen, so daß 
jedes einzelne Beispiel für sich studiert werden kann. Ein geschlossenes Lehrbuch 
will das Buch nicht sein: in der Einleitung ist nur eine kurze Übersicht über die Dar- 
stellungsmittel und Bezeichnungsweisen gegeben, im übrigen wird Vertrautheit mit 
den Methoden der Nomographie vorausgesetzt. Die Behandlung der Beispiele erfolgt, 
wie in dem „Lehrbuch der Nomographie‘‘ vom gleichen Verf. (Berlin, J. Springer 
1924), durchweg auf abbildungsgeometrischer Grundlage, wobei sehr klar die Ent- 
wicklung vom Kurvenbild über das Funktionsnetz zur Fluchtlinientafel hervortritt. 
Ein kurzer Auszug aus dem Inhalt: I. Geometrisches (ebene und sphärische Trigono- 
metrie, Stereometrie u, a.), II. Koordinatensysteme (Übergang zwischen verschiedenen 
Systemen in der Ebene und im Raume), III. Koordinatengeometrie (Kegelschnitte, 
Flächen u. a.), IV, Gleichungen (vor allem die kubische Gleichung, ferner Näherungs- 
methoden u. a.), V. Funktionen (Tabellenrechnen, Funktionen mit komplexem Argu- 
ment u.a.). Die Fülle und Buntheit der behandelten Aufgaben machen das Buch zu 
einer Fundgrube für alle, die ihre nomographischen Kenntnisse vertiefen und üben 
wollen. S. Gradstein (Darmstadt). 


2 2 
des Integrals fi = dt = “ 4 d (5 2) — log 2 erwiesen. ;- Nyström (Helsingfors). 
i i 
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Nyström, E. J.: Über die Anwendung nomographischer Methoden in der sphärischen 
Trigonometrie. Commentationes phys.-math. Soc. Sei. fenn. 5, Nr. 15, 1—31 (1931). 

Mit Hilfe des „‚trigonometrischen Gitters“ von d’Ocagne und einer als Universal- 
nomogramm zur sphärischen Trigonometrie bezeichneten Fluchtentafel werden die Grund- 
aufgaben der sphärischen Trigonometrie nomographisch gelöst. Im trigonometrischen 
Gitter wird jedes sphärische Dreieck durch ein Streckenkreuz veranschaulicht und es 
wird untersucht, wie sich dieses Streckenkreuz ändert, wenn man von den 6 Stücken des 
Dreiecks 1 oder 2 konstant hält und die übrigen variieren läßt. Es ergeben sich 13 ver- 
schiedene Fälle. Es wird gezeigt, wie sich die Genauigkeit der nomographischen Methode 
durch projektive oder affine Transformation des Nomogramms steigern läßt, was be- 
sonders beim Auftreten kleiner Winkel oder Seiten von Bedeutung ist. Dem gleichen 
Zweck dient die Anwendung geteilter Skalen großen Maßstabs. Pingitzer (Wien). 

Peters, William J., and J. W. Green: A photographie method of changing the ratio 
of ordinate-scale to abseissa-seale. (Dep. of Terrestr. Magnet., Carnegie Inst., Washington). 
Terrestr. Magnet. a. atmosph. Electr. 36, 99—104 (1931). 

Die für die zusammenfassende und vergleichende Bearbeitung erdmagnetischer Kurven 
verschiedener Observatorien nötige Einheitlichkeit der Maßstäbe, die man sonst auf zeich- 
nerischem Wege erhalten kann, wird hier auf photographischem Wege erzielt. Zur Durch- 
führung sind zur Elimination perspektivischer Verzerrungen 2 Aufnahmen nötig, wobei Ori- 
ginal und Kopie um einen gewissen Winkel gegeneinander geneigt sind. Aus der Größe des 
Winkels, den Konstanten des optischen Systems usw. ergibt sich dann leicht das Maß für 
die Vergrößerung bzw. Verkleinerung. @. Fanselau (Berlin-Charlottenburg). 

@ Bahlecke, Friedrich: Sonderrechenstäbe. Ihre Anwendung und ihr Entwurf mit 
einer logarithmischen Teiltafel. (Veröff. Reichskurat. f. Wirtsehaftlichkeit. Nr. 68.) 
Berlin: Beuth-Verl. G.m.b.H. 1931. 112 S. u. 48 Abb. RM. 4.80. 

In der vorliegenden RKW.-Veröffentlichung wird erstmalig die Anfertigung von Sonder- 
rechenstäben ausführlich behandelt. Da die Schrift für weitere Kreise bestimmt ist, werden 
nur geringe mathematische Kenntnisse des Lesers vorausgesetzt. In einem ersten Teil werden 
25 Ausführungsbeispiele von Sonderrechenschiebern behandelt. Die Mehrzahl der Beispiele 
ist dem Maschinenbau entnommen, einige auch der Elektrotechnik und der Thermodynamik. 
Im zweiten Teil wird die Herstellung von Sonderrechenschiebern klar und anschaulich behan- 
delt, so daß sich nach diesen Anweisungen jeder leicht Sonderrechenstäbe für seine eigenen 
Zwecke anfertigen kann. Dies wird noch vereinfacht durch eine beigegebene ‚„Teiltafel“ zur 
Herstellung von logarithmischen Leitern. Im dritten Teil wird eine Zusammenstellung der 
Formeln und Schlüsselgleichungen gegeben, die den im ersten Teil behandelten Beispielen 
zugrunde liegen, @. Koehler (Darmstadt). 

Ein neuartiger Rechenschieber für Elektrotechniker. Elektrotechn. Z. 191 II, 
1010—1011. 


Thompson, Alexander John: Logarithmetiea britanniea: Being a standard table of 
logarithms to twenty deeimal places. Pt. 5: Numbers 50,000 to 60,000. (Traets for 
computers, Nr. 17.) Issued by the biometrie laboratory, univ. of London, to commemorate 
the tercentenary of Henry Brigg’s publication of the „‚Arithmetica logarithmica 1624. 
Cambridge: Univ. press 1931. IV, 100 8. 15/—. 


@ Milne-Thomson, L. M., and L. J. Comrie: Standard four figure mathematical tables. 
Ineluding many new tables trigonometrical funetions for radians inverse trigonometrical 
and hyperbolie functions and an extended table of natural logarithms. Edit. B. Lon- 
don: Macmillan & Co., Ltd. 1931. XVI, 245 8. 10/6. 

Logarithms. — Antilogarithms. — Addition Logarithms. — Subtraction Logarithms. — 
Roots, Powers and Reciprocals. — Some Functions of the Integers 1—100. — Natural and 
Logarithmie Trigonometrical Functions (Degrees and Decimals). — Natural and Logarithmie 
Trigonometrical Functions (Degrees and Minutes). — Natural and Logarithmie Trigono- 
metrical Functions (Radians). — Natural and Logarithmic Hyperbolie Functions. Powers 
of e. — Multiples of the Modulus M. — Inverse Trigonometrical and Hyperbolie Functions. 
Natural Logarithms. — The Gudermannian in Radians, — The Inverse Gudermannian. — 
Multiples of 1/M. — The Gamma Function. — Erf x. — Coefficients of the Second Diffe- 
rence. — Conversion of Radians to Degrees and Degrees to Radians. Auszug. 

e Jordan, Wilhelm: Logarithmisch-trigenometrische Tafeln für neue (zentesimale) 
Teilung mit sechs Dezimalstellen. 4., verb. Aufl. Hrsg. v. Otto Eggert. Stuttgart: 
Konrad Wittwer 1931. VII, 424 S. RM. 18.—, 


